Theorie

der

Landesvermessung

_von °

Johann Soldner
(1810)

Mit neun Textabbildungen

Herausgegeben
" von

}\“5{‘ v o
J. Frischauf

Leipzig
Verlag von Wilhelm Engelmann
1911




B¢ BT BT BT BE BY T BE B¢ 2T BF

Theorie der Landesvermessung.

- Von

Johann Soldner.

Erster Teil

Berechnung eines geoditischen Dreiecksnetzes
und Ermittlung der sphirischen Koordinaten der
Dreieckspunkte,

A/llgememe Betrachtungen iiber die Berechnung eines
Hauptnetzes.

1. Die jetzt bei groflen trigonometrischen Operationen ge-
wohnliche Rechnungsmethode ist die Delambresche. Nach dieser
werden die beobachteten Winkel auf Chordenwinkel reduziert
und dann die Chordendreiecke als ebene berechnet.

Bei Gradmessungen ist diese Methode sehr brauchbar, weil
man dadurch die Distanzen, sozusagen, ohne alle Hypothese
erhélt; denn die wenigen Data, welche man zur Reduktion
der sphiirischen Winkel auf Chordenwinkel von der Figur und
GroBe der Erde hernehmen muf, stehen mit den Distanzen in
solcher Verbindung, daf man sie sehr betrichtlich sindern kann,
und sie folglich nicht genau zu wissen braucht, ohne dafl dies
auf die Distanzen einen merklichen Einflu hat.

2. Bei einer speziellen und genauen Aufnahme eines be-
trichtlich groflen Landes verhilt sich aber die Sache anders.
Hjer ist es unumgiinglich notig, Abszissen und Ordinaten der
einzelnen Punkte zu berechnen oder sich irgendeiner anderen
bestimmten Einteilung der wirklichen (und also krummen) Erd-
oberfliche zu bedienen, um Ordnung in die Detailmessung zu
bringen, die einzelnen Pline genau zu verbinden und sie so
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4 v. Soldner.

bezeichnen zu kénnen, dafl man belm ersten Anblicke gleich
sieht, wo sie hmgehoren

3 Eine niihere Betrachtung der Delambreschen Methode zeigt
aber, dafl man durch sie den genannten Zweck nicht erreichen
kann. Denn die Chordenwinkel sind immer kleiner als die
sphérischen, folglich wird der Gyrus einer jeden Station kleiner
als 360° und dieses hat zur notwendigen Folge, dafl man Ab-
szissen und Ordinaten eines jeden Punktes anders finden mubB,
wenn man in dem Dreiecksnetze einen anderen Weg nimmt,
um zu diesem Punkte zu gelangen, indem in diesem Falle die
Direktionswinkel immer anders werden. Dieses ist, im Vor-
beigehen gesagt, auch die Ursache, warum Delambre die Ab~
szisgen und Ordinaten ganz anfgegeben hat und die Lingen
und Breiten unmittelbar aus den Distanzen berechnet.

Sphiirische Berechnung terrestrischer Dreiecke.

4. Man sieht leicht, dafl der in (2) angegebene Zweck nur
dadurch erreicht werden kann, daf man die terrestrischen
Dreiecke als sphirische behandelt. Denn dann bleiben die
Gyri der Stationen 360°, die Abszisgen und Ordinaten miissen
die nimlichen bleiben, man mag, um sie zu berechnen, in dem
Netze einen Weg nehmen, welchen man will, und zugleich bleibt
ein jeder Punkt in seiner natiirlichen Lage.

5. Da in dem sphirischen Dreiecke die Sinusse der Seiten
gich verhalten, wie die Sinusse der gegeniberstehenden Winkel,
so ist hier in der Tat die Berechnung der sphirischen Drei-
ecke nicht im geringsten miithsamer als die der geradlinigen,
und einige Mathematiker haben daher schon den Vorschlag
gemacht, sich bei groflen terrestrischen Operationen der sphi-
rischen Trigonometrie zu bedienen. Aber die Sache wurde
bisher noch nie ausgefiihrt, weil man ein uniibersteigliches
Hindernis, wie man glaubte, in folgendem Umstande fand:
wenn man die Sinusse der Seiten gefunden hat, so mufl man
die Bogen wieder in irgendeinem Lingenmafe, z B. bayrischen
Ruten augdriicken. Die gewthnliche Methode, dies zu bewerk-
stelligen, ist folgende: man sucht -mittels des gegebenen
Sinus den dazu gehorigen Winkel, verwandelt diesen in Teile
des Halbmessers und multipliziert ihn mit dem Halbmegser der
in der Rechnung angenommenen Kugel, in dem verlangten
Lingenmafe ausgedriickt. Aber man sieht sogleich, dafl diese
Methode sehr mithsam ist und wenig Genauigkeit gewihrt.
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Denu wegen des ungleichen Fortschreitens der Sinusse kann
man mittels unserer gewthnlichen Tafeln die Winkel nicht
genauer als 07,1, hochstens 0,05” finden. Eine Sekunde des
terrestrischen Bogens macht aber 106 bayrische Fuf; man
witrde also schon dadurch Fehler von 5—10 Fufl in den
Distanzen begehen.

6. Wir wollen daher sehen, einen Weg ausfindig zn machen,
wie man aus dem Logarithmus des Sinus den Logarithmus des
Bogens in bayrischen Ruten unmittelbar, und mit ginzlicher
Umgehung der tugonometuschen Tafeln, ﬁnden kann,

Das Verhiltnis eines Bogens zu seinem Sinus L8t sich
durch eine Funktion des Sinus oder Bogens ausdriicken.

Es sei m die Zahl, mit welcher man den Sinus eines Bogens
¢ multiplizieren mufl, um den Bogen zu erhalten. Man hat also

(1) m - sin g = @
Bekanntlich ist :
-3
hsm(p—]-—smf‘(p—{-z i 531115(/)
1.
7
+ RS sin?gp ...,

Da in unserem Falle der Bogen @ immer die Seite eines
terrestrischen Dreiecks vorstellt, also sehr klein ist, und duBerst
selten die Grofle von 1° erreicht, so wird die obige Reihe
sehr konvergieren.

Man hat, aus (1),

(2) log. m ==log. ¢p — log. sin ¢

und anstatt ¢ dessen eben angegebenen Wert substituiert, er-
hilt man:

log. m =log. (1 —+

ferner

sm (p—|-~—~—~3— sm4go—]— )

1 1-3
log. m =—4—— . sin2 — . gint ¢ .
0g. m {2‘3 sin! gp+2_4.5 sintep - .....

1(1 . 1.3 .
_E{m.smzqy—{— 5-sm4(p+ ..... }2-log.e

1( 1 3
+3{2 3" sm2(p+ 5‘sin4(p+ ..... }3-log.e

— usw,,
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wo ¢ die Basis der hyperbolischen Logarithmen oder log. e
= 0,43429448 ist.

Ordnet man die obigen Reihen nach den Potenzen von
sin '@, so hat man, indem man die hiheren als sechsten Po-
tenzen vernachlissigt,

(3) log. m —_—% (Iog. e) sin? ¢p 4 il» (log. e) sint

191
6 -
+5670(10g e)sm rp+

und nach (2)

log. @ = log. sin ¢ |- log. m.

Will man aber den Bogen ¢ in bayrischen Ruten aus-
driicken, so mu8 ¢ noch mit dem Halbmesser der in der
Rechnung vorausgesetzten Kugel r in bayrischen Ruten multi-
pliziert werden.

Es ist also:

(4) log. ¢ ==log. sin ¢ -+ log. m —+ log. 7.

Den Wert von # findet man auf folgende Art:

Es sei ¢ = 10000000 métres, der Quadrant des Erdmeri-
dians, b die halbe Erdachse, ¢ :ﬁéf) die Abplattung (8. con-
naissance des temps 1810 pag. 485), m :n =2306:305 das
Achsenverhiltnis und sz der halbe Umfang des Kreises, dessen
Halbmesser 1, so ist:

b=
16

Hieraus findet man b = 2177685,5 bayrische Ruten, und dann
hat man unter der Polhshe 4

r=0(1 4 28 — ¢ cos? 1),
wenn &2 vernachlissigt wird.

Da in der Iolge ofter Ausdriicke gebraucht werden, die
sich auf das Sph#roid beziehen, so wird es gut sein, die wich-
tigten Sitze hier zu sammeln.

8 'Wenn in nachstehender Figur AP ein Quadrant des Erd-
sphéroids, C der Mittelpunkt und also PC(=15) die halbe Erd-
achse, A die Polhthe des Punktes M (oder der Winkel MBA),

Q(mz—l‘-n?) ( 15 )

e 1 —_—¢
anm? Yy 2
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der zu dem Punkte I gehorige Erdhalbmesser MC — 0, die
Normale MN = und die sog. verbesserte Breite M4 = },
so0 ist:

b mt— (m* — nt)sin2 2

n? mE— (m?— n?) sin? A’

02 =

und wenn man &2 vernachlissigt
0=>5b(1-4 ccos2l)
bm?
nY{nt -4 (m2 — n?) cos? A}’
oder hinrveichend genau:
7 =10 (14 2¢ — ¢ coa? A);

der Kriimmungshalbmesser ist:

P =

P

b-mn
= [mE = (m? = n?) sin? 4}
oder
R=10(1- 2¢ — 3¢ cos2 1);
der Bogen des Meridians vom Aquator

£ A

bis zu der Polhshe A, wird: Fig. 1.
b.miny8 3 . m?2—n?
Aﬂ{=m2‘y%{ —Z‘q2+n2ln2l+—“2}.

15
2
+64:8 sm4l—[—....}.

Ein Grad der Breite g, dessen mittlere Polhshle 4,

g= (n;ﬁiz%? {180 g% - 8in 1° cos 27v
—}—12 217;0+328231n2°cos4l-|— ....... }
Ein Grad der Linge
l=1%3-b%—2-cosl{1—~—;—-ﬂl—2n—2—n2-eos2l
+§“(W—n_2ﬁ)2 costdl — . .. }

Um den Unterschied von 4 und A’ zu finden, hat man:
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(m? — n?) sin 24
m?2 4 n? -4 (m? — n?) cos 224

tang (A — A) =
oder hinreichend genam in Sekunden

ho— N = sin 24
sin 1

Die Beweise dieser Sitze grinden sich alle auf die be-
kannten Eigenschaften der Ellipse. Wo fiir dieselbe Grofie
zwei Ausdriicke gegeben worden sind, ist der erste immer
ganz genau, und der zweite nur insofern, als man die zweite
Potenz der Abplattung vernachlissigen kann.

7. Um eine Reihe Dreiecke sphiirisch zu berechnen, muf
man vor allen Dingen den log. sin des Bogens suchen, wel-
chen die gemessene Basis darstellt. Man bedient sich dazu
ebenfalls der Tabelle, nur mufl hier ein indirektes Verfahren
beobachtet werden, weil die Tabelle den log. sin zum Argu-
mente hat, welechen man erst suchen will. Man geht dabei
auf folgende Art zu Werke: man setzt anfangs »n =1 und
sucht den Sinus durch den Ausdruck

log. sin = log. Arcus — log. r. °

Hierdurch findet man den log. sin hinreichend genau, um zur Be-
stimmung von log. % als Argument zu dienen; und dann hat man:

log. sin = log. Arcus — log. 5.

8. Hat man den Sinus der Basis gefunden, so berechnet
man den sphirischen ExzeR der drei Winkel in jedem Drei-
ecke iiber 180°; weil die Summe der drei Winkel des Drei-
ecks, so wie man sie in der Rechnung anwendet, gleich sein
mufl 180° plug dem sphirischen Exzesse.

Wenn nun der sphiirische Exzel eines Dreiecks, in Se-
kunden ausgedriickt, ¢ heiflt, der Flicheninhalt des Dreiecks €),
und der Halbmesger », so ist bekanntlich

Q

72 . gin 1"

6 ==

Den Flacheninhalt ¢) braucht man zu dem Zwecke nur un-
gefihr zu wissen, und aus dem Grunde kann man anstatt der
Fliche des sphiirischen Dreiecks die des geradlinigen nehmen.
Wenn in einem geradlinigen Dreiecke zwei Seiten 4 und B
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heiflen, und der von ihnen eingeschlosséne Winkel ¢, so ist

‘ 1
die Fliche des Drejecks §AB sin ¢p. Man hat also auch
’ __AB-sing
T g2 gin 277

(wenn alles in bayrischen Ruten ausgedriickt wird, ist
) 1
log. m = 0,33300 - 8).

Gewohnlich legt man eine Reihe Drelecke zuerst roh an,
wie die Winkel beobachtet sind. Ist dies geschehen, so kann
man den sphirischen ExzeB noch einfacher so finden: Es seien
sin ¢ und sin ¢’ die Sinusse zweier Seiten des Dreiecks und
¢ der von ihnen eingeschlossene Winkel, so ist

e=sin ¢ - sin ' - gin « ¢ cosec 27,
wo log. cosec 2" = 5,013 40.

Untersuchung iiber den Einfluf, welchen die Ab-
plattung der Erde auf die sphiirische Berechnung
grofier Dreiecke haben kinnte.

9. Dag Bisherige enthilt im allgemeinen das Verfahren bei
der sphérischen Berechnung eines Dreiecksnetzes, die an sich
sehr einfach ist. Da aber die Erde keine Kugel, sondern ein
Spharoid ist, so mufl untersucht werden, welchen Einfluf die
Sphiroidizitit auf diese Berechnung der Dreiecke hat. Bei
niherer Betrachtung der Sache wird man leicht finden, dafl
der Eipflul der Abplattung sich in folgendem iHuBern mull:
1) Bei der Berechnung des sphirischen Exzesses muf8 # nicht
konstant, sondern nach den Polhohen verschieden angenommen
werden. 2) Wir haben vorausgesetzt, da8 die terrestrischen -
Dreiecke simtlich zu einem Halbmesser gehoren, wofiir wir
die Normale angenommen haben, welche der Polhthe von
Miinchen entspricht; sie gehoren aber, wegen der Abplattung,
zu verschiedenen Halbmessern, die durch ihre mittlere Polhohe
bestimmt werden. Wir wollen nun den Einflufl dieser zwei
Fehler untersuchen.

10. Der Halbmesser unserer Kugel ist nach dem Obigen:

r=>0(1- 28— & - cos? k).
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Bs ist also eigentlich:
_ AB-singp N
6=1r3 (1 4e)sin 2 {1 4 2¢ - cos2 A},
wenn die zweite Potenz von & vernachlissigt wird.

Durch diesen Ausdiuek findet man, daf bei einem Drei-
ecke, welches 10" sphérischen ExzeB hat, derjenige Teil,
welcher von & abhingt, unter der Polhéhe 50° noch nicht
0,006" von demjenigen verschieden ist, den das Dreieck unter
der Polhohe 45° hat. Da nun diese Grofle durchaus unter
aller moglichen Genanigkeit beim Beobachten der Winkel ist,
g0 geht daraus hervor, dall die Abplattung der Erde auf die
Berechnung des sphirischen Exzesses keinen Einfluf hat.

Um den Fehler zu bestimmen, welchen die Voraussetzung
eines gleichen Halbmessers ftir alle Dreiecke verursacht, denke
man sich zwei aneinanderliegende Dreiecke, deren mittlere Pol-
héhe 1 und v’ sind, und nehme an, man wolle in dem Drei-
ecke ' die Seite ¢ ans der Seite @, welche beiden Dreiecken
gemeinschaftlich ist, berechnen. a bedeutet den Bogen im
Lingenmal ausgedriickt, und da der Halbmesser des Dreiecks i,
nach dem Obigen =& (1 4 28 — & cos2 ) so wird der Bogen
in Teilen des Halbmessers, mit dessen Sinus man rechnet, sein:

a
b1 4 26— ¢ cos?2y)

oder, da wir immer &2 vernachlissigen:
a
b
Heifen nun die ¢ und ¢ gegeniiberstehenden Winkel ¢ und y,
so wird man, unter der Voraussetzung eines konstanten Halb-

messers, nimlich b (142 & — - cos2y), der auch fiir das
Dreieck i gelten soll, haben:
mn Yy

c a @
i —_ r—— 5 . 2 _ in — — . 2
sin b(l 2¢ ¢ - cos? ) g Sin b(l 2e ¢ cos?y),

(1 —2¢& 4 ¢ - cos2y).

wo ¢ auch den Bogen in Lingenmal bedeutet.

Aber das Dreieck ¢ hat eigentlich den Halbmesser b
(14 2¢ —¢-cos?y), man muB daher, um genau zu ver-
fabren, ¢ mit

1

5 (1 — 2¢ + & - cos? ) anstatt mit % (1—2e 4 & - cos?y)
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multiplizieren, um es als Basis in dem Dreiecke 1/’ gebrauchen
zu konnen. Auf diese Art wird man erhalten:

sin . O
,___X_ . Sln_

in<1— . 0082 W) —
smbl 2¢ - ¢ - cos2 ') P 5

(1 —2s.
—+ & cos2 ).

Bezeichnet man, der Unterscheidung wegen, den eben ge-
fundenen genaueren Wert von ¢ mit ¢', so kommt es darauf
an, ¢ — ¢ zu bestimmen, welches der gesuchte Fehler sein wird.

Indem man die zweiten und hoheren Potenzen von & ver-
nachlissigt, erhiilt man, nach bekannten trigonometrischen Sitzen,
aus den zwei vorhergehenden Gleichungen:

. ¢ siny ,a
sin— — & (2 — 082 Y) —— co8— =, . gin—
( ¥) b osna T
o o siny
— & (2 — cos?2 ) — - cos—

( 2 b b sina
¢ ¢ ¢ siny @
sin—— (2 —cos2y)) — - co8— =, - sin—
( ) b b 8in o b

@ a siny

— &(2 —cos82 Y )~ 08— - —
( Y )b b sina

¢ kann nur #uBerst wenig von ¢ verschieden sein; man kann
daher ohne merklichen Fehler in dem Gliede der zweiten For-
mel, welches von der Ordnung e ist, ¢ fiir ¢ setzen. Tut
man das und zieht die zweite Formel von der ersten ab, so
hat man:

! N
sin 2 —ginZ —¢ (c082 1y — cos? ') (ﬁ ‘ cos%- s'm 7

b b b gin o
g cosc)
b b/}

Da dieser Ausdruck. fiir sin%—— sin% ganz von der Ord-

’/ sin % .
setzen ——, ohne einen Feh-

sin 3

ler zu begehen, der grofier als von der Ordnung &2 wire, wie

. : . sin
nung ¢ ist, so kann man fiir
! sin

. ¢
man aus den vorhergehenden Formeln ersieht. Da ferner 3
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a
b
werden, so kann man anstatt dieser Bigen ihre Sinusse setzen.
Dieses vorausgesetzt, wird man haben:

und — sehr kleine Bogen sind, und noch mit ¢ multipliziert

¢ ¢ a e ¢
2 — gin e 2 — cos? i) 2 _ “Vgin =,
sin - — sin - =¢ (cos? Y — cos? ') (cos p o8y ) sin

Da nun aber bekanntlich allgemein:
cos? @ — c0s? @' = sin (¢’ 4 ) sin (" — @)
und
“e0s @ — cos @' = 2 sin 1y (" = ) sin 15 (" — @),
80 148t sich unsere Gleichung auf folgende Form bringen:
sin% — sin—-

b
= 2¢ - sin (Y' ) sin (¥ — ) sin g—ba . sinf;;b—c3 . sinbg.

Man sieht hieraus, dafl der in Rede stehende Fehler Null
wird, wenn die beiden Dreiecke unter einerlei Polhshe liegen,
weil dann sin (¢’ — ) =0, und daf er ferner Null wird,
wenn die zu suchende Seite ¢ der gegebenen @ gleich ist. Um
den EinfluB des Fehlers, der Voraussetzung gleicher Halb-
messer fiir alle Dreiecke, an einem Beigpiele zu zeigen, sei

g- = 2% oder ¢ = 60 Stunden, %: 1°, oder ¢ = 30 Stunden,
1 sei 48° und ' = 49° so, daB also die mittleren Polhthen
um 1° verschieden sind. Mit diesen Datis und ¢ = 3—(1)—5Wi1‘d
man erhalten:

sin 7 — sin ~ == —0,000000000453.

Da die Sinusse nur mit sieben Dezimalstellen gebraucht
werden, so sieht man, dafl dieser Fehler gar keinen Einflufl
auf die Seite ¢ hat. Will man den Fehler lieber in bayri-
schen Ruten ausgedriickt haben, so kann dies auf folgende

einfache Art geschehen. Da die Bogen bgund % sehr klein sind,

o kann man anstatt der Sinusse die Biogen setzen. Dies gibt:
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¢ — ¢ — — 0,000000000453 - b
oder ¢ — ¢ = — 0,000991.

Das heiBit also:. bel einer Distanz von 30 Stunden ist unter
den hier angegebenen Umstinden der Fehler, welcher aus der
Voraussetzung gleicher Halbmesser in der Distanz entsteht,
noch nicht eine Linie. Es ist zwar nicht zu leugnen, daB
gegenwirtiger Fehler, der bei zwei aneinander liegenden Drei-
ecken entsteht, sich anhiuft, wenn die Dreiecksverbindung
weiter fortgesetzt wird. Aber ein jeder, der sich mit groB8en
trigonometrischen Operationen beschiftigt hat, wird unbedingt
einriumen, daB es nicht moglich ist, die Winkel mit solcher
Genauigkeit zu messen, dafl man
bei Ubertragung der Distanzen P 5
von einem Dreiecke auf ein an- a
deres Fehler vermeiden kgnnte,
welche nicht an hundertmal
grofler wiren als der ange-
gebene, und gegen welche die-
ser also ginzlich verschwindet.
Denn wenn das Dreieck 1/ so %/ \
beschaffen ist, daB bei dem ¢ V A
Fig. 3.

D

gegebenen Verhiltnisse der Sei-

ten c:o==1:2 ein Fehler in ¥
dem Winkel y im Minimo auf die gegeniiberstehende Seite ¢
Einflu hat, so darf man doch in dem Winkel ¥y noch nicht
0,008" fehlen, um den hier angegebenen Fehler in die Distanz
¢ zu bringen. Man wird auch bemerken, daf im gegenwiir-
tigen Beispiele die Dreiecke von so auBerordentlicher GroBe
und so unvorteilhafter Situation angenommen worden sind, wie
sie wohl nie in der Praxis vorkommen konnen. Nimmt man
ein Beispiel aus gewdhnlich vorkommenden Dreiecken, so ver-
schwindet der Fehler fast ganz und gar, wie man sich leicht
iiberzeugen kann.

Wir haben nun gesehen, daf die Verschiedenheit der Halb-
messer wegen der Abplattung keinen merklichen Einflu auf
das Verhiltnis der Seiten zu ibren gegeniiberstehenden Winkeln
hat. Aber wenn das ganze Netz in einer Kugel berechnet
wird, welche das Sphiroid in Miinchen berithrt, so werden
nordlich und siidlich von Miinchen die Distanzen etwas ver-
-groflert, weil die Berithrungskugel iiber das Sphiroid hinaus-
geht. Wir wollen diesen Fehler bestimmen:
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Wenn in vorherstehender Figur AP der elliptische Meridian
von Miinchen, M Minchen und N der Punkt ist, wo die Nor-
male von Miinchen die Erdachse durchschneidet, und man zieht
aus N mit dem Halbmesser NM den Kreishogen ED, so wird
dieser in der Kugel liegen, in welcher das Netz berechnet
wird; und eine Distanz ither ¢ hinaus, wird in dem Verhli-
nisse von N¢ zu NM vermindert oder mit J]\Z—g multipliziert
werden miissen, um sie auf das Sphiiroid zu reduzieren.

Wenn die Polbshe von Miinchen A und die verbesserte Breite
A, so ist, in dem Dreiecke MNC, der Winkel

‘ NMC =4 — ¥
und CM:CN=sin (A — A):co8l;
fir gin (A — A’) kaon man setzen A — A/, und nach Nr. 6 hat
man: A—AN=¢-8in21%
und CM==0b(1-4 & cos?A),

dies gibt

CN=2¢g-b-sinl. .
Nun hat man in dem Dreiecke CQN, wenn die Polhthe von
() = v ist, mit geniigender Anniherung:

CQ=0b{1-+ ¢ cos2yy)

ON=2¢ bsind

CNQ =90° — ¢

und :

NG =2¢-sink - siny —|—V{b2 (14 e-cos2y)?

— 482 . b2 . sin2} - cos‘zlp},

und, wenn man die Groflen von der Ordnung &2 vernachlissigt,
NQ="b{l4 ¢ cos2y - 2¢ - sin 4 - sin Y}.

Wenn man also fiir VM dessen Wert aus Nr. 6 substituiert,
so erhilt man

J_\fg_l—{—a-eos?w—l—%-sinlsinw
NMT 1 2c — ¢ - cos?d

=1— 4e¢- 0082%(1104—&) . sin"-% 1,0_—1)§
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% ist die Polhthe von Miinchen, also 48° 8, setzen wir
y = 50°, welches in die nérdlichste Gegend von Bayem fallg,
go findet man

de - cos2 (lj} + 4) sml— (w — 4)==0,00000149,

und dieses wiirde also nur 6 in der siebenten oder letzten
Dezimalstelle der Liogarithmen der Distanzen betragen.

Wollte man indessen hierauf Riicksicht nehmen, um die
Distanzen ganz auf dem Sphéroide zu haben, so konnte man
sich der folgenden Tafel bedienen.

Polhthe |[46°| 46,5 | 47 | 47,5 | 48 | 485 | 49 | 49,5 | 50°

Reduktion | 9 | 5 | 8| 1 | 0/ 0 | 1| 4 |6
des Logarithmus in Einheiten der siebenten Dezimalstelle.

Von dem Logarithmus einer jeden Distanz wird der Loga-
rithmus abgezogen, welchen diese Tafel fiir die Polhshe gibt,
unter der die Distanz liegt.

Man sieht jedoch, daB diese Korrektion in der Ausiibung
ganz unbetrichtlich ist, und wird sonach den Schluff ziehen
konnen, dafl in praktischer Hinsicht die sphérische Berechnung
terrestrischer Dreiecke hinreichende' Genauigkeit gewiihit.

o

Berechnung der sphirischen Abszissen und Ordinaten.

11. Bei Bestimmung der Abszissen und Ordinaten geht man
von irgendeinem Hauptpunkte des Netzes aus, auf welchen
man Abszissen oder Ordinaten beziehen will. Bei der Trian-
gulation von Bayern ist dieser Punkt der nordliche Turm der
Frauenkirche in Miinchen. Fillt man von irgendeinem anderen
Punkte einen Perpendikel als groften Kreis der Kugel auf
den Meridian des ersten, so wird dieser Perpendikel die Or-
dinate des Punktes genannt, und derjenige Teil des Meridians,
der zwischen dem FuBlpunkte dieses Perpendikels und dem
Orte, von dem man ausgeht, liegt, ist die Abszisse des Punktes.

Aus dieser Definition sphirischer Abszissen und Ordinaten

-ersieht man, daf die Abszissen alle auf dem Meridian des
Ortes liegen, von welchem man ausgeht; die Ordinaten, welche
- alle von diesem Meridiane unter rechten Winkeln ausgehen,
sind grofite Kreise, welche in einem Abstande von 90° von
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dem Meridiane alle in einem Punkfe zusammen laufen. Aus
dieser Eigenschaft der Abszissen und Ordinaten geht die Art
hervor, wie sie zu berechnen sind.

Es sei, in untenstehender Figur 4, RS der Meridian des
Ortes, auf welchen man Abzissen und Ordinaten beziehen will;
MNP sei ein terrestrisch sphirisches Dreieck, und A" sei der
Punkt, welcher 90° gegen Westen von dem Meridian RS ab-
steht. Zieht man nun die groften Kreise A"N¢) und A"ML,
80 wird das Dreieck 4" QL in @ und L rechtwinklig sein; ML
wird die Ordinate des Punktes I/ und N¢) die des Punktes IV sein.

Der Bogen L), gleich- dem Winkel 4" am Westpunkte,
ist der Unterschied der Abszissen der Punkte M und V. Die

Winkel, welche die Seiten
8 des Dreiecks mit den Ordi-

natenkreisen machen, wer-

denDirektionswinkelge-
P nannt; man zihlt sie vom

Westpunkte an iiber Nord,

Ost usw. bis 360°. Nennt
®  man den Direktionswinkel
A A"MN « und den Direk-

tionswinkel A"NM &', so
L werden ¢ und o um 180°

und noch gine sehr kleine
B Grofle, welche von der Kon-
vergenz der Ordinatenkreise

M

Fig. 4.

abhiingt, verschieden sein.

Sind nun Abszisse 4 und Ordinate O des Punktes M ge-
geben, und man will Abszisse und Ordinate des Punktes N be-
stimmen, die 4" und 0" heilen sollen, so ist in dem Dreieck
A"NM gegeben: A"M = 90° — O (wobei man sich einstweilen
O, 4, 0’ usw. aly in Graden ausgedriickt vorstellt), die Drei-
ecksgeite JMN == d und der Direktionswinkel A”MN = «.
Ferner ist A"N = 90°—(0', MNA" = 360°—¢’ und 4" = L
der Unterschied der Abszissen von M und V.

Dieses vorausgesetzt, hat man:

1 sin O'=cosd - 8in O -sind - cos O - cos «
sin o
2 t A" =
ang c08 O - cotd — sin O - cos «
3 cot o' =cosd - cota~—wg—o-

sin o
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Die letzte Formel dient dazu, den Direktionswinkel der
Seite NM in N zu finden.

Diese Formeln sind zwar ganz genau, Jedoch praktisch
nicht wohl velwendbal, denn man miilte hlelnach Abszissen
und Ordinaten in Graden berechnen, und dieses geht aus Griin-
den, welche in Nr. 5 angefithrt wurden, mcht an. Da die
Bogen O, 0, d, A" und der Unterschied von o und a -+ 180°
Kklein smd S0 wird man sehr konvergierende Reihen erhalten,
wenn man die trigonometrischen Funktionen dieser Bogen dureh
die Bogen selbst ausdrickt.

Erinnert man sich, dal, wenn ¢ irgendeinen Winkel be-
deutet,

1 1
1 _— _#3_i_.__~_—_ 5
Sln(p——([) 2'3‘p 2'3'4:'5(})

1 1 1
csp=l—g9 Ty 34 w3056 T
1
tang¢=¢+§¢3+m¢5+ .......

1 1 1
—_ T T —— p3
cot p = p 3 @ 15 @ .
und umgekehrt

(p=5in(p+2 3sin3¢+2.—j—5~sin5q)+ .......

1 1
@ = tang ¢ — gtangl’(p -+ 7 tangb o 4 ......

usw.

ist, so wird man aus den Formeln 1, 2, 3, indem man bis
zu den dritten Potenzen von O, O, d und A" geht, folgende
finden:

a2 a3

! = . — = 20 — i
(1) O' =04 d- cosu 92 - sin’e G2’ cosa sin2e
a3
2) 4"= - sinee - %sina cosa?
0. d2
-+ 0-a - 8in 2¢

292
Ostwalds Klassiker. 184. 2



18 v. Soldner.

(3) ’—180°+a+———€li———~sin2 _0:4
¢ = ey L L B S

wo r wie bisher den Halbmesser bedeutet, und der Uberschufl
von ¢ iiber 180° 4+ ¢ in Sekunden ausgedriickt ist.

Die Entwicklung dieser Ausdriicke ist etwas weitliufig, und
da sich die Griinde dazu in dem Obigen finden, so kann sie
hier wegbleiben. Blo8 um ein Beispiel zu geben, soll der
erste hier entwickelt werden.

Setzt man in 1. anstatt cosd, sin O, sind, cos O die oben
angegebenen Reihen, indem man die GroBen von der héheren
als dritten Ordnung vernachlissigt, so hat man:

1 03 2 ,
sin O'=(1—§d2)(0~§'—3)+(cl d )(1-—-%02)(3%1&

T 2.3
oder: .
e 03 0-d2 0.4
31n0-—0+d~cosa-2_3— SRR . oSO
a3
'—m'(‘;oslx,
da aber
0’ =sin O'+§%sin3 0', so hat man:
' 03 0.da2 0.4
O,_a0—|-d~cosa—2‘3— g g cosw
as (044 - cosa)?
——~—2.3-cosa+———————————2'3

oder:
. 2

(1) 0’:0+d-cosa—0

. a
. sin2¢ ~ —— . gin2¢ - cos
2.3

Die bisherige Rechnung setzt den Halbmesser 1 voraus,
da aber hier der Halbmesser » ist, so miissen O', O und d
mit # dividiert werden. Indessen, da wir Abszissen und Or-
dinaten in bayrischen Ruten berechnen wollen, so muf auch
wieder der Ausdruck von O’ mit » multipliziert werden, wo-
durch man den Ausdruck (1) erhilt. Die Formeln (1), (2)
und (3) sind unmittelbar aus den Datis gefunden; macht man
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aber 4" von O’ abhingig, so hat man auchi, in dem Drei-
ecke A"NM

. sin d :
sin 4" = - sine,
0s O’
und hieraus erhdlt man:
O'2 cl 43
A" =d - sina -+ - sing — 62 - sine - cos?e,

- welcher Ausdruck einfacher ist, als (2).

Da wir oben die Abszisse des gegebenen Ortes M, A4 und
und die des Ortes N, 4’ genannt haben, und 4" die Differenz
von A" und A4 ist, so ist auch:

2] A'=4+4d- sina—i—w‘sina @ -sina - cos2a;
, 292 62 ’
wenn man setzt: k
d-sina=m, d-cosa=mn,
so werden die Formeln (1), [2] und (3) auf die Form gebracht:

m2-0 m?2.p

(1) 0'=0-+n—

22 B2
O’2 n.m
2 "
(2] 62
(3) a’=180°—[—a+ m e n m - 0

272 . gin 1" + 72 . gin1"

Zur Bequemlichkeit beim Rechnen folgen noch die hier
auftretenden konstanten Logarithmen:

1 ! ,
1 1

1 .

1 o

ok
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Da die Formeln (1), [2] und (3) Niherungsformeln sind,
so muB noch gezeigt werden, daB sie in allen Fillen hin-
reichende Genauigkeit haben. Wir wollen zu dem Ende an-
nehmen es sei d=1°30", oder 45 Stunden, O = 30', oder
15 Stunden, und « = 46°; man findet dann mittels der ge-
nauen Formel 1, O' = 5550,615".

Die Formel (1) gibt: Die Formel 2 gibt:
0 = -+ 1800" A" = 3883,628" und
-+ n=- 3751,156 [2] +m == 3884,43H"
m?- O m-0'2 }
me.n 72 m
- _nmem 214
® 0,221 o2 0,
0'= 5550,616 A —  3885,627
Die Formel 3 gibt: o' = 46°1’ 9,220 und
(3) = 46°0" 0"
m - n
“gramr T 398%
: m - 0 ’
S U
o = 46 1 9,220

Man sieht hieraus, daB die Niherungsformeln hinreichend
genau sind.

Einrichtung der Detailpline, damit sie, in Uberein-
stimmung mit den sphirischen Abszissen und Ordi-
naten, Teile der Kugelfiiiche bilden.

12. Bei der konigl. Steuervermessungskommission ist in
Ansehung der Detailmessung folgende Einteilung angenommen
worden: Der Meridian des nordlichen Frauenturmes in Miinchen
wird nérdlich und stidlich von Miinchen in gleiche Teile, jeder -
von 800 Ruten, geteilt; die von diesem Punkte des Meridians
ausgehenden Ordinatenkreise werden ebenso von 800 zu 800
Ruten in gleiche Teile geteilt. Hierdurch entstehen kleine
Vierecke, wovon ein jedes eine Tischplatte der Geoditen ein-
nimmt. :
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Man sieht, dal diese Einteilung mit den sphirischen Ab-
gzissen und Ordinaten in der genauesten Verbindung steht.

_ BEin solcher Streifen,” der mit der Breite: von 800 Ruten, west-

lich oder ostlich, vom Miinchner Meridiane ausgeht, heiflt eine
Schicht. Eine Schicht ist also eigentlich ein Kugelsegment,
ihre Breite nimmt immer ab, bis sie in einem Abstande von
90° vom Miinchner Meridiane Null wird.

Wenn man sich eine solche Abteilung iiber einen ganzen
Quadranten der Erdoberfliche vorstellt, so wird sie nachstehende
Figur 5 haben, wo M Miinchen und BM der Miinchner Meri-
dian ist*). Es ist einleuchtend, daB diejenigen Tischblitter,
welche weit vom Minchner Meridiane entfernt sind, eigentlich
Trapeze sind; aber von 800 s 4 3 2 1 R
zu 800 Ruten ist die Konver- I o
genz der Ordinatenkreise viel :
zu gering, als dafl sie, nach
dem angenommenen Mafistabe
1: 5000 oder 1: 2500, merk-
lich sein konnte; man kann
daher diese Tischblitter als
Rechtecke ansehen, die in der

Richtung von Westen nach
Osten 800 Ruten zur Breite ﬂ
haben, und deren Hohe, von @:L
Norden nach Siiden, in der T M
Nihe des Miinchner Meridians -
ebenfalls 800 Ruten betrigt, Fig. &.
sich aber in dem Male velmmdelt als die Blitter weiter vom
Miinchner Meridiane entfernt sind.
Wir wollen diese Verringerung der Hohe untersuchen.
13. Da die westlichen und ostlichen Seiten der Tischblatter

mit dem Miinchner Meridiane parallel laufen, so ist es klar, daf
sie Teile von Parallelkreisen zu diesem Meridiane sind. Wenn

B~ B E § < .

‘man sich dureh die von 800 zu 800 Ruten eingeteilten Punkte

des Miinchner Meridians und die Achse des West- und Ost-
punktes der Ordinatenkreise ,Ebenen vorstellt, so sieht man,

*) Diese Figur veranschaulicht zugleich die fiir die Bezeichnung
der einzelnen MeBtischblitter geltende Vorschrift, welche darin be-
steht, dafl man die »Schichten« mit romischen, die dem Meridiane
parallel laufenden »Reihen« aber mit arabischen Ziffern bezeichnet
und den treffenden nach der Weltgegend (NW = Nordwest, NO =
Nordost usw.) benannten Quadranten versetzt; z. B. NW. V 43)s
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daBl die Hohen der Tischblitter, in jeder Entfernung vom
Miinchner Meridiane, an der Achse gleiche Winkel machen;
diese Hohen werden sich also verhalten, wie die Halbmesser
der Parallelkreise, auf welchen sie liegen. Wenn die Ordinate,
welche einem Tischblatte entspricht, O heiBt, so ist sie in

Teilen des Halbmessers 72’ und der Halbmesser des dazu ge-

horigen Parallelkreises ist » cos9

wie man leicht finden wird. Helﬁt daher die Hohe des Tlsch—
blattes, welches der Ordinate O entspricht, x, so ist

800:x=7':7‘~cosgund

z =800 . cos g

Da die Tischblitter so numeriert sind, wie man in dem
obigen Schema sieht, und die Ordinate, welche einem Tisch-
blatte entspricht, immer gleich sein muB 800 multipliziert mit
der Nummer des Blattes, so ist auch, wenn diese Nummer
heifit, die Hohe des Blattes

800 -

= 800 - cos

und folglich der Unterschied dieser Hohe von 800 Ruten
800 — » = 800 (1 — oos @99——’—%)

oder

800 — & = 1600 - sin 24—00;_3?

Da die Ausdehnung Bayerns von Westen nach Osten nicht
sehr betrichtlich 'ist, so wird der Bogen 400 - immer sehr
”

klein sein; man kann ihn daher fiir seinen Sinus setzen, und
dann ist

‘2 .
800 _ 5 — 200 7‘21600 -

=n?. 0,00005344.
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Die Einfassung oder Anlage der Tischblitter ist alse hier-
nach folgende: Man beschreibt auf dem Blatte ein Quadrat
von 800 Ruten, und dann engt man die Hohe so ein, wie es
der Nummer 7 des Blattes nach dieser Formel zukommt; so
daB das Blatt also ein Rechteck wird.

Auftragung der sphiirischen Abszissen und O‘rdinaten
auf die Tischblitter,

14. Um eine Ordinate auf das Tischblatt zu tragen; wird
sie, in Ruten ausgedriickt, mit 800 dividiert, bis der Rest
kleiner alg 800 wird. Zu der herausgekommenen ganzen Zahl
eing addiert, gibt die Nummer des Blattes, auf welches der
Punkt fillt, und der Rest wird von dem 0stlichen Rande aus
in das Blatt getragen, wenn es westlich vom Miinchner Meri-
diane, und vom westlichen Rande aus, wenn das Blatt ostlich
vom Meridiane liegt. ‘

Die Abszissen sind auf den Minchner Meridian berechnet,
die Hohe der Tischblitter wird aber, nach der vorhergehenden
Nummer vermindert, damit das Ganze zusammengelegt einen
Teil der Kugelfliche bildet. Um also die Abszissen auf die
Tischblitter zu tragen, miissen sie vorher auf den Parallel der
Ordinate reduziert werden.

Es verhilt sich damit ebenso, wie mit der Verkiirzung der
Tischblatter nach der Hohe. Wenn daher die Abszisse eines
Punktes auf dem Meridiane 4 und seine Ordinate O, so ist
die verkiirate Abszisse

= A4 - cos —10—
und hinreichend genau
02
=4 — A4_—.
4 272

Um nun eine Abszisse auf das Tischblatt zu tragen, wird
die so verkilrzte Abszisse mit der Hche eines Blattes, wie es
der Ordinate entspricht und nach der vorhergehenden Nummer
berechnet worden ist, dividiert. Die herausgekommene ganze
Zahl, um eins vermehrt, gibt die Nummer der Schicht, und
der Rest wird auf das Blatt getragen.
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Da aber die Hohen der Tischblitter jrrationale Zahlen sind,
80 ist die Division mithsam und leicht Irrtiimern unterworfen;
wir wollen daher suchen, die Sache einfacher zu machen.

Da die nordlichen und siidlichen Grenzlinien der Schichten
Ordinatenkreise sind, so ist klar, daB, wenn man die Abszisse
auf dem Miinchner Meridiane mit 800 dividiert, die heraus-
gekommene ganze Zahl, um eins vermehrt, ebenfalls die Nummer
der Schicht angeben muf; man wird also blo8 den Rest, der
in das Blatt hineinfillt, auf den Parallel der Ordinate zu redu-

zieren, oder mit cos ~ @ multiplizieren haben.
In der Tat ist nach dem Obigen die verkiirzte Abgszisse

0
A - cos o die Hohe des reduzierten Tischblattes ist nach Nr. 13
gleich 800 - cos 79 Dividiert man also die verkiirate Abszisse

0
durch die verringerte Hohe des Tischblattes, so fillt cos .

heraus, und man erhilt die nimliche Nummer, welche man
erhilt, wenn man 4 durch 800 dividiert.

Anstatt cos% kann man, ohne den geringsten Fehler zu
2
2_7-§.
hat, und sie gibt mit 800 dividiert 7 und zum Rest E, so ist
die Nummer der Schicht, in welche der Punkt fillt, m+ 1,
und auf das Blatt wird der Teil
RER—R. o?
22
von dem ngrdlichen oder sitdlichen Rande des Blattes an,
welcher Miinchen am ni#chsten liegt, eingetragen. (Oder auch:
von dem unteren Rande an, wenn die Abszisse positiv, und
von dem oberen Rande an, wenn sie negativ ist.)

begehen, setzen: 1 — Wenn man also eine Abszisse = 4

Beispiel der Berechnung eines Hauptdreieckes.

15. DasBisherige enthilt alles Wegentliche iiber die sphirische
Berechnung eines Dreiecksnetzes bis zur Auftragung der Punkte
auf die Tischbldtter. Ich will blof noch die Berechnung eines
Hauptdreiecks zur Erliuterung beifiigen.
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In dem beigegebenen Schema S. 75 ist das Dreieck Wendel-
stein, Peissenberg, Miinchen berechnet. Die vor den Winkeln
stehenden Buchstaben sind die Anfangsbuchstaben der Namen
der Punkte, auf denen die Winkel beobachtet sind. Diese Buch-
staben werden von oben nach unten so geordnet, wie sie in
der Natur von der Linken zur Rechten liegen, (d. h. von der
Linken . zur Rechten, wenn man sich in der Mitte des Dreiecks
befindet), und zwar so, daB der Punkt, welcher durch das
Dreieck bestimmt werden soll, in der Mitte steht, wie hier
Peissenberg. Die Summe der drei Winkel muf gleich sein

"‘Pi&*\ “““ B \»\

Fig. 6.

180° plus dem sphirischen ExzeB des Dreiecks, in unserem
Beispiele 8,24”; sind die beobachteten Winkel dieser Summe
nicht gleich, so miissen sie verbessert werden, wobei aber die
umliegenden Dreiecke und die Gyri der Stationen welche 360°
sein miissen, in Betracht zu ziehen sind.

Rechts von den Winkeln wird der Logarithmus des Sinus
des aus vorhergehenden Dreiecken bekannten Bogens (hier
Wendelstein Miinchen) angeschrieben und die Nummer bemerkt,
ans welchem Dreiecke er genommen ist. Unter diesem kommt
der Logarithmus der Kosekante des mittleren Winkels (hier
Peissenberg), und wieder unter diesem der log sin des unferen
Winkels, (Miincher), endlich iiber den log. sin. des bekannten
Bogens der log. sin des oberen Winkels (Wendelstein) zu stelien.
Werden nun von oben oder unten, immer drei der ange-
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gchriebenen Logarithmen zusammen addiert, so erhilt man
oben den log sin des Bogens zwischen den zwei unteren Punk-
ten (Peissenberg Miinchen) und unten den log sin des Bogens
zwischen den zwei oberen Punkten (Wendelstein Peissenberg).

Unter der Rubrik log PM und log WP werden die log der
Bogen Peissenberg Miinchen und Wendelstein Peissenberg in
bayrischen Ruten eingesetzt. Man erhilt sie aus den Sinus-
sen dieser Bogen, mittels der obenerwihnten Tabelle; z. B.
um den log PM zu bestimmen, findet man in der Tabelle,
mit dem Argumente 7,94:

6,34020879
10 wegen 4
2 59

6,34020891 = log n
7,9445931 =log sin P}

42848020 — log PIL.

Hierauf folgen die Direktionswinkel; sie werden (nach Nr.11)
vom Westpunkte der Ordinatenkreise an gerechnet, und ihr
linker Schenkel daher mit 0, d. h. West bezeichnet. Bei jhrem .
Eintrag in das Schema hat man folgende Ordnung einzuhalten:
Linker Hand schreibt man die Buchstaben der bekannten
Punkte von unten nach oben (Minchen Wendelstein), rechter
Hand von oben nach unten (Wendelstein Miimchen); die hier-
durch angedeuteten Direktionswinkel gelbst sind aus vorher-
gehenden Dreiecken zu entnehmen. Linker Hand addiert man
zu dem Direktionswinkel den Dreieckswinkel des letzten Buch-
stabens (Miinchen) und erhélt so den Direktionswinkel vom
letzten Punkte nach dem zu bestimmenden (Miinchen Peissen-
berg); rechter Hand zieht man von dem Direktionswinkel den
Dreieckswinkel des ersten Buchstabens (Wendelstein) ab und
erhilt den Direktionswinkel vom ersten Punkt nach dem zu
bestimmenden (Wendelstein Peissenberg). Man hat also jetzt
die Direktionswinkel fiir Peissenberg, von Miinchen und Wendel-
stein aus; da auch die Distanzen bekannt sind, so hat man
die 'Wahl, ob man Abszisse und Ordinate von Peissenberg aus
Miimchen oder Wendelstesn berechnen will; wir wollen sie hier
aus Miinchen berechnen.

Zuerst sucht man # und 7 (Nr. 11) und bedient sich da-
bei folgender Ordnung: Links setzt man den log cos des
Direktionswinkels Miinchen-Peissenberg an und darunter den
log der Distanz Miinchen- Peissenberg. Rechts setzt man den
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log sin des n#mlichen Winkels und darunter den Logarithmus
der nimlichen Distanz. Beides addiert, gibt das erste den
log » und das zweite den log .

Die nun folgende weitere Berechnung der Abszissen und
Ordinaten geschieht nach den Formeln in Ni. 11, die man
auch auf dem Schema selbst wieder findet. Es ist dabei nichts
zu erinnern, als daB man auf die Zeichen von %, m und der
Ordinate wohl acht haben muB. Da wo %, m, und die Or-
dinate in der ersten Potenz vorkommen, werden die Zeichen
der Formel gedindert, wenn die Groflen negativ sind. In
unserem Beispiele ist der Direktionswinkel 318°, wonach dessen
Kosinus positiv, und der Sinus negativ ist; % wird also positiv
und 7 negativ.

Die Ordinaten westlich von Miinchen und die Abszissen
nordlich von Miimchen sind positiv, die Ordinaten 6stlich von
Miimchen und die Abszissen stidlich von Miinchen aber negativ;
man hat aber gar nicht notig, hierauf zu merken, weil sich
die Zeichen aus den Formeln von selbst ergeben.
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Zweiter Teil.

Berechnung der geographischen Positionen der
Punkte eines trigonometrischen Netzes.

L

FEigenschaften der kiirzesten Linie auf dem Sphiroide

und Bestimmung der Unterschiede der Polhiohen,

Lingen und Azimute der Endpunkte eimer solchen
Linie.

1) Wenn man mit einem Instrumente, dessen Fernrohr eine
Vertikalbewegung hat, eine gerade Linie auf der Erde ab-
steckt, so kommt, wegen der Kriimmung der Erde, der zweite
Stab unter den Horizont des ersten und in die Ebene des
Vertikals am ersten Stabe. Eben das geschieht am zweiten Stabe

mit dem dritten, und man macht
den Winkel zwischen dem ersten
und dritten Stabe gleich zweien
M Rechten.

In einer so formierten geo-
détisch geraden Linie sind alle
n einzelnen Teile (Differentiale) ge-
a rade; es ist also einleuchtend,
dafl diese Linie die kiirzeste ist,
welche man zwischen ihren zwei
A ‘ Endpunkten auf dem Erdsphéroide

' ) 3 giehen kann,
Fig. 7. 2) Etwas dem Abstecken ganz
ghnliches geschieht bei der Tri-
angulation eines Landes. Bine durch mehrere Dreiecke be-
stimmte Entfernung zwischen zwei Punkten wird auch die
Eigenschaft der geoditisch geraden Linie haben, und man kann
die in dem Netze bestimmten Distanzen als Linien der klein-

P
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sten Entfernung ansehen. Dies vorausgesetzt, sei in vorher-
stehender Figur 7 4B ein Teil des Aquators des Erdsphiroids
und P der Pol. MN gsel eine geoditisch gerade Linie von
der Linge S, die mit dem Meridiane PB den Winkel « == BMN
macht. Die Polhthe des als gegeben angenommenen Punktes
M sei A, die des Punktes IV sei ¢, und der Liingenunterschied
der Punkte M und N oder der Winkel NPM sei w. Der
Kriimmungshalbmesser des Meridians in IV sei R, und der Halb-
megser des Parallels, der durch IV geht, sei g.

An den Meridian PN ziehe man noch den unendlich
nahen Pmnn und mache Pm = PN.

Man wird also dem zufolge haben:

mN = odw
mn = Rdgp
N =dS

und weil das unendlich kleine Dreieck mNn bei m recht-
winklig ist:

N == Y/ (mN?2 -4 mm?)

oder: a8 =V (o2dw? 4 Rp?).
Eg gel dep == pdw, '
also dS = dw /(92 + R2p?),

und wenn man, der Kiirze wegen, setzt:
V(92 + Rp?) =,
dS = wdw.

Da die Linie S die Kigenschaft hat, daB sie die kiirzeste
ist, welche man auf dem Sphiroide zwischen den Punkten M

und N ziehen kann, so mufl ihr Wert, oder das Integralf wdw,

fiir jeden Wert von ¢ ein Minimum sein.

w ist eine Funktion von ¢ und p, indem R und ¢ blof,
wie man weill, Funktionen von den Variabeln ¢ sind; es ist
also das totale Differential von a:

) s du
(1) du = (dTp) dp + (%) dp,

und die Bedingung, daf J wdw ein Minimum sein soll, gibt die
Gleichung:
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d
(2 ()

@)“ dw

(Siehe Eulert Methodus inveniendi lineas eurvas usw. Kap. II
Prop. 3 et 5. Auch Théorie des fonctions analytiques, par
Mr. La Grange mno. 171)

Setzt man nun in (1) anstatt(d

drp) dessen eben gefundenen

Wert, so hat man:

dep dus du
=22 d( )+( )pcl,

dp
dyp
und da T =
(2) | U= (%) -+ konstans
p ap .

Um die Konstante zu bestimmen, seien ¢’, E', p’ und o’
dieselben GroBen fiir den Punkt M, der als gegeben ange-
nommen wird. Man hat also:

du’
konst =
onstans = o' — P ( Ty )

und um diesen Wert der Konstanten weiter zu entwickeln,
sei der Winkel #N(), welchen die Linie S mit dem Meridiane
PN macht, 7, so ist
nN:mN=1:snn

oder, da nlV=wudw wnd mN = odw,
(8) o =wusin.
~Aber in M ist y = ¢, man hat also dann:

o' = sinc.

Da ferner W =702+ R'Y'Y),
'\ R'%'?
. , . .
80 ist (dp,)__————-u, ;

. folglich durch Substitution:
. 12
konstans == o o' +sinc.

R
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Wir wollen nun, da die Konstante bestimmt ist, die Glei-
chung (2) wieder vornehmen. Setzt man darin den eben ge-
fundenen Wert der Konstanten, so ‘ergibt sich daraus:

u— o' sine

(4) p=
()

Da dw:d;f und dS = udw, so hat man:

) du
ke
(5) dw = —PL und
- u— ¢ sine
u (?) de
(6) a8 == L

w— @' sing ,
Dies sind nun die zwei Gleichungen, welche uns zur voll-

stindigen Auflosung des Problems fiihren werden.
Wir wollen sie durch ¢, B und ¢ ausdriicken.

2
Man hat: ((1@_‘) _ I
dp %
Da nun nach (4) auch: (d—%) —r—eme
8o ist: R¥p? = u? — wg’ sina.

Substituiert man in der letzten Gleichung fiir % dessen
Wert, namlich J/(o%-- R%?, so findet man:

p= Rg’iiﬁ - V(02— o'2sinZc)
2
%= ,Q. —,
o' sinc

Das Zeichen von p ist zweideutig. Es ist aber anfinglich
d
gesetzt worden p = %, und in obiger Figur sieht man, daf
bei der dort angegebenen Lage die Linie /N oder, wenn das
von Stiden nach Westen gezihlte Azimut kleiner als 90° ist,
die Linge w abnimmt, wenn die Polhthe ¢ zunimmt; wir haben
also p negativ zu setzen.
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Wir hatten in (3)

siny = —,

g o

setzt man hier anstatt « dessen zuletzt gefundenen Wert, so
hat man:
r

(7) ginn = % sin ¢,

Diese Formel dient dazu das Azimut 5 am Endpunkte IV
der Linie VM zu finden, wenn das in 3, d. h. «, gegeben ist.
Es ist de == pdw wnd dS = udw.

Wenn man in ihnen anstatt p und « die nun gefundenen
Werte setzt, so erhilt man:

o' sinc Rdgp
8 =
) o ¢ V(e* — ¢"2sinlq)
(9) a8 = — ey

V(e*— ¢ sin? )

Es ist nicht moglich, diese Differentiale in-endlichen Aus-
driicken zu integrieren; wir wollen sie daher in Reihen ent-
wickeln, welche nach den Potenzen der Abplattung der Erde
fortgehen.

Diese Gréfe. ist sehr klein, so daB man die Quadrate und
hoheren Potenzen davon vernachlissigen kann.

Wenn b die halbe Erdachse und ¢ die Abplattung bedeutet,
“ist bekanntlich:

o' =101+ 2¢ — gcos?i)cos i
0=">(1 - 2c — & cos @) cos ¢
R=10(1- 2¢ — 3& cos? ¢p),
welche Ausdriicke bis auf Groflen von der Ordnung &2 genau sind.
Substituiert man nun diese Werte von ¢', ¢ und B in den
Gleichungen (8) und (9) und 1a8t bestindig die zweiten und
hsheren Potenzen von & weg, so wird man Augdriicke finden,
in denen bloB ¢ versinderlieh ist.
Ich lasse diese Substitutionen hier weg, weil sie viel Raum
einnehmen wiirden.
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Man setze noch der Kiirze wegen:
sine cos A = cos %
sin ¢

und ;
sin %

— os sin 4
= cos i, sin %
wo also # und ¢ bestindig und iy verinderlich ist. Dies vor-
ausgesetzt, wird man erhalten:

cos % Ay
1 — sin? % cos2

=008 U,

dw = — &008 % - dY

cos? % cosZ e cos2l  dy
€ P S
sin? % sin? ¥

d];S' (1 — e sin2 ) dyy + B¢ sin? % cos? Y dy
2 2 :
—& % - dip e cos? « cos? A eot? Y dy,

und wenn man diese Gleichungen integriert

ng w)
1 —
(10) w = are (tang o5 % &Y eos %
2 ¢ - o2 2
PR 5?1(1)2 Nl 05T ot Y - konstans,
S 1
(11) Z=(1+—2—esin2%)¢+% gsin? % sin 2 Y

-+ & cos? o cos? A cot? » cot 1 4 kongtans.

Die Konstanten miissen durch die Bedingung bestimmt wer-

den, dafl fir Yy=~2A:w=0, S=0 und Yy =y wird. Man
wird also haben:

ang tang u)
12 = t : i1
(12) w= am( ang o5 ) are (tang pyow

c082 « c0s2 A cos2 %
sin? %

— &Y —u)eosx — & (eotg u — cotg )

S 1
(13) Z:(l -+ gasinzz) (Y —u) —i—%a sin?x (sin 2 W
— §in 2 ) — & cos? @ cos? A cot? % (cot . — cot ).
Man nenne, der Bequemlichkeit wegen, % =g, so daB also s

die Linie MN in Teilen der halben Erdachse ausgedriickt
Ostwalds Klassiker. 184, 3



34 l v. Soldner.

bedeutet, und revertiere die Gleichung (13) mittels des Lo
Grangeschen Theorems, so wird man erhalten: :

zp=g¢—|—s(l—%esin%)—gssinzzcos (2 u—+s)sins
sin s

& 0082 ¢ c082A cot? gy ——— .
+ sin g sin (¢ 4 s)

In den Gliedern von der Ordnung ¢ kann man anstatt
sin s, s, ¢08 (2 p -+ s) = cos 2 w und sin (u - s) = sin w setzen;
der daraus entstehende Fehler ist nur von der Ordnung es?
und daher ganz unmerklich. Man wird also durch gehérige
Zusammenziehung erhalten:

(14) w—;t+s—2cs+3cscos2l

In der Gleichung (12) kann man in den Gliedern, die von
der Ordnung & sind, iiberall (- s anstatt 1 setzen, ohme
dadurch. einen Fehler zu begehen, der grofler als von der Ord-
nung &2 wire; auch kann s? vernachldssigt werden.

Man wird also haben:

cot it — cot Y = s
¢ V= sin?
und mithin:
(18) w==arc (tang g—l’b) — are (tang osg; ) 2es - c08 %.

Mittels dieser Formeln (14) und (15) kann man nun
Polhshe und Linge des Punktes N ﬁnden denn wenn 1 ge-
geben ist, so hat man:

sin ¢ = sin % cos Y.
Um auch das Azimut zu finden, haben wir in (7)
’
sinn = ¢ sin c.
¢
Es ist aber
o cosl
0 cosg
1 ist der Winkel QNn in obiger Figur.

{1+ esin2 4 — ¢sin? ¢);
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Das Azimut von M in N, welches wir ¢’ nennen und von
Siiden iiber Westen usw. bis 360° zihlen wollen, wird also
sein o =y - 180° und mithin:

100 e o, 08 A c e o
(16) sin (« 180)-—smczcos(p(1+esml & sin? ¢).

3) Die Formeln (14), (15) und (16), worin die vollstindige
Auflosung unseres Problems enthalten ist, sind ganz genau,
so dafl, wenn man & =0 setzt, man die bekannten sphirisch
trigonometrischen Formeln finden wiirde, welche fiir diese Fille
stattfinden, wenn die Erde eine Kugel wire. Sie sind aber
zum praktischen Gebrauche nicht sehr bequem, weil man die
trigonometrischen Funktionen sehr genan in den Logarithmen-
tafeln aufschlagen miilite; wir wollen daher iiberall die Bogen
selbst anstatt ihrer trigonometrischen Funktionen zu erhalten
suchen.

Wir wollen zuerst den Awusdruck fiir die Polhthe ¢ vor-
nehmen. Man hat bekanntlich allgemein:

2
cos (1 - @) =cos 4 — z sin u — ;—2 cos
23
+123mu+

und folglich:
¢08 Y =co8 u — s (1 — 2& -~ 3¢ cos2 A) sin p
1 1.,
—_ 532 cos u -+ 5 s% sin ,
wo man in den Gliedern von der Ordnung s und s3 die
Grofle ¢ vernachlissigt hat. Es wird also sein:

sin ¢ = sin % cos u — s (1 — 2¢ - 3¢ cos2 A) sin % sin y
—5 82 8in % cos u - —6—33 sinw sin w.
Bs ist aber nach der vorhergehenden Nummer

sin # cos i =gin 4

sin % sin u = cos « cos A.
Diese Werte substituiert, wird man haben:

sin 4 — sin ¢ = s (1 — 2¢ + 3¢ cos? 4) cos « cos 4

—i—%ﬁ sin A —%s%osacosl.

3*
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Wenn f und # irgend Funktionen bedeuten, und man macht:

FA4+o) —FQ)=mn

und % = ar (%) 7 = id P d” usw
dr (1)’ ar (4)’ dF (3) '
80 ist
(A= 2) — f )_—n%—i— %—]—l 2 3% + ...

(Siehe Théorie et tables d’une nouvelle fonetion transcendante
p. Soldner, no. 12.)

Wendet man dieses allgemeine Theorem auf unseren Fall
an, so kann man A — ¢ durch eine Reihe ausdriicken, welche
nach den Potenzen von sin A — sin ¢, oder dessen Wert fort-
geht. Denn- es ist hier /(A -+ a)=A1-+a=¢, [(A)=1

n=— (sin A — sin ¢)

o 1 o sin 4 o cos2 A - 3sin2 A
cos 4’ cosd A’ cos® 4

usw.,

und damit erhilt man:
(17) p =4 —s-cosc«(l — 2e+ Becos? ) — %szsinza tang 4

-+ %83 cos o sin2¢ (1 3 tang24).

Wir wollen nun zu der Formel (15), d. h. zur Bestimmung
der Li#nge tibergehen. 4 ist zwar selbst schon im Bogen ge-

geben, aber arc (tang a2 w) are (tan tang p ) ist sehr miih-

sam zu berechnen; wir milssen daher d1ese Dxﬁ’erenz dureh s
ausdriicken. Da nach (14)

Y=y 4 s{1 — 2¢e 4 3ecos? ),
so wollen wir setzen: v
U’ = u -+ i)

und dann hat man nach dem bekannten Taylorschen Theoreme:
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a (arc tangtang ¢ )

tan ,
are (tang %-——io‘z :— 7’) alc(tang a:S p ) -+ % o cos %
. tane
2 az - (are tang—i%g)
+1.2‘ d u? +

wo, wie man leicht findet

t
a - (arc tang ang ﬂ)

€08 % cos %
du "1 —sin2xeos?
tang u
d? - |arctang A . .
co8 % 2 cos % sin2 % sin g cos 1
du? - (1 — sin? % cos? )2
tang u
4
@3 - [arctan .
( & os 2 ¢og % sin? %
dued T (1 — sin2x eos? u)?

{cos? it — sin? i — sin? x cogt w — 3 sin? % sin? u cos? u}
Es ist aber nach dem Obigen:
sin% - co8 yt =sin 4
sin% - gin g = cos « cos A.

Machen wir diese Substitutionen, so erhalten wir die obigen
Differentialquotienten der Ordnung nach wie folgt:

sin ¢ sm 2esind 2sino
c0s2 ¢ 3 sin?A) — sin2 4
cos A cos2A  cosdh { 1+ ) )

und man hat:

tang w) ( ang sine  4%gin 2 ¢ sink
e | tang are {tan = —_
am( M c0s g €os % ) Toosh 2 costd
43 sin «

% o0s? l{ 1+ 3 sin24) cos? ¢ — sin2 A},

_I_

Oben haben wir gemacht:
t=s(1 — ¢4 3ecos? 1)

Substituiert man diese Werte in (15), so wird man endlich
erhalten:
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, _ smal__ a1 , 8in 2 osin
{18) w==s" s 1 ( 2¢ - ¢ cos? 1) 2 ——#wcosﬂ Z
1 .
88 sin « (3 cos?  sin2 A - cos? @ — sin2 A).

3 cosdd

Hier haben wir also die Lingendifferenz in unmittelbar ge-
gebenen GroBen ausgedriickt; dritckt man aber A durch ¢,
nach (17) aus, so wird die Formel einfacher, wie man gleich
sehen wird.

Man hat allgemein:
42
‘cos((p—}—z)-—-cOS(p—zsm(p—— cosqo—{——

Wendet man dies auf (17) an und vernachlissigt s* und es,
weil hier ohnehin schon alles von der Ordnung s ist, so hat
man:

1 1

- § |
cos A coscp{ s cos atang ¢ +

-—(cos? o --gin? q))}

In dem Gliede von der Ordnung s2 setzt man, anstatt sin 4,
sin ¢p + s - cos @ cos ¢, und in den Gliedern von der Ordnung
s3 und es kann man unmittelbar ¢ fiir A setzen. Dies vor-
ausgesetzt, wird

2¢ os2fp

. 8 s w3
(19) w:,g.snla(]_—lZg..'._scOSng)_s_.ﬂr}i .i.illl_a..
€08 6 cosgp 6 cosdo
Wir wollen nun noch die Formeln fiir das Azimut ¢’ um-
formen.

Wir hatten in (16) der vorigen Nummer:

cos A

in (¢ — 1809 = sin ¢ - 2% 2} — g sin?

sin (a 80°) = sin « - Os(p(l—l—esm A — & sin )
oder:

sin (¢’ — 180°) =sin « - %’5—%4—~ s+ 8in 2 o sin 2 .

Auf die nsmliche Art wie vorhin wird, indem man die Glieder
von den Ordnungen s und &s noch mitnimmt:

e0s 4

1 — — 2
cos g 1 — s cos & tang ¢ (1 — 28 3 cos? @)

3
— % (sin? ¢ tang? ¢ -~ cos?2 ) — %cos a tang ¢ (6 sin? ¢ —1).
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in dem Ausdrucke fiir

Substituiert man diesen -Wert von :(?: A

das Azimut, so wird man erhalten:

sin (¢’ — 180°) — sin @ = — s - sin « cos « tang ¢ (1 — 2¢
—+ & cos? ) — %sz sin o (sin? & tang? @ - cos? )

3
— %sin « cos ¢ tang ¢ (6 sin? ¢ — 1).

Wendet man hierauf wieder den oben angefiihrten allge-
meinen Satz an, indem man setzt: ¢’ — 180° = o + z, F (o)
=sinea, flo)=0a, n=—ssina cos « tang ¢ (1 ——28+€

c0s2 ¢p) — usw. so werden:
, 1 s Sina . cos?a - 3sinla

% = =5 =]
cos ¢’ cosd o’ c085 ¢

und damit endlich:
(20) o' =180° +- & — s - sin « tang ¢ (1 — 2¢ - & cos? )
3

— SZ sin 2¢ — B sin & tang ¢ (sin2 @ - sec? g — cos 2 ).
4) Wir wollen hier, um die Ubersicht zu erleichtern, die
bisher gefundenen Resultate zusammenstellen.
Wenn: s die Linge der Linie in Teilen der halben Erd-
achse,
A die gegebene Polhohe,
¢ die gesuchte,
« das gegebene Azimut) von Siiden iiber Westen
«' das gesuchte } usw. bis 360° gezihlt,
w die Lingendifferenz,
¢ die Abplattung der Erde bezeichnet, und

. sin o sin ¢
sin ¢ ¢08 A == €08 %, ——— == €08 i, —— == ¢08 |,
sin % sin %
so hat man zur genauen Auflosung:
(14) Y=u-4s(1— 2¢ 4 Becos? k)
dann: sin ¢ = sin % - cos 1

algw
00 %

(15) w_.alc(tang )—alc(tang aosg;) 2¢-5-c08%

und
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. A1 . .
(16) sin (¢’ — 180°) =smc¢3:7p+§e <s-8n 2 asin 2 g

und die Niherungsformeln:

’ 3
(17) @p=A4—s-cosa(l—2e-3ecos?i) — % sin? o tang A
5 .
—J;—% cos ¢ sin? « (1 - 8 tang? 4)

sin «

(1 — 28+ ¢ cos? )

3 sin « s3 sind ¢

6 cos¢gp 6 cosdp

(20) « =180°+ « — s - sin « tang ¢ (1 — 2¢ |- & cos2 @)
— Zsm 2a — E- sin ¢ tang ¢ (sin? o see? g — cos 2 o),

cos @

wo alle Glieder, die von s abhingen, in Teilen der halben
Erdachse ausgedriickt sind.

5) Wenn man in diesen Formeln « = 90° macht, so er-
hilt man die Ausdriicke fiir die sogenannte Perpendiculaire
& la méridienne d. h. fiir Abszissen und Ordinaten. In diesem
Falle wird =1, =0 und A die Polhohe des Punktes, wo
die Abszisse und Ordinate einander schneiden; wir wollen zur
Unterscheidung diese Polhohe mit A’ bezeichnen.

Dies vorausgesetzt, wird man haben:

=35l — 2¢ -+ 3eocos?})

und dann:
(21) gin ¢ = sin A’ cos y und
(22) W == arc (tang t::sg';{}) — 2¢-s-cos A
und folgende Niherungsformeln:
(23) p=»N— % s2 - tang A/

s3 tang? ¢
24 = — 2 2 :
(24) W= cosq;u +3 08 (p)+6

08 ¢
(25) o =270° — s - tang ¢ (1 — 2e: —+ & - cos? ¢p)

— E tang ¢ (1 -+ sec? ¢).
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In diesen Formeln bedeutet s die Ordinate in Teilen der
halben Erdachse ausgedriickt.

Wir miissen nun noch A’ bestimmen. Wenn o die Ab-
szisse, in Teilen der halben Erdachse ausgedriickt, bedeutet,
80 hat man nach (17), wenn man o« ==180° setzt, weil die
Abszisse im Meridian liegt:

M=12A—4a(l — 2¢- 3¢ cos2l),
und so wird:

s2 o

82
= A — &k 3 2 —_— o —_—— ————
(23) @p=A—4a(1—2e+ 3ecos2i) 5 tang A T cos? ]

Wir haben nun alle Formeln, welche zur Auflésung des
Problems gehoren. Ich mufl nur noch bemerken, daB in ihnen
alles in Teilen der halben Erdachse ausgedriickt ist; will man
es in Sekunden haben, so miissen die Glieder, welche von s
und @ abhingen, mit sin 1" dividiert werden.

6) Zum Beschlusse wollen wir hier noch die Natur und
Eigenschaften der kiirzesten Linie auf dem Sphiroide niher
betrachten und untersuchen, welchen Weg eine solche Linie
nimmt, wenn sie auf der Oberfliche der Erde ins Unendliche
fortgesetzt wird.

Wir wollen hierzu den einfachsten Fall nehmen, n#mlich
den der Perpendiculaire & la méridienne.

Die Niherungsformeln sind in der Voraugsetzung gefunden
worden, daB s nur einen oder zwei Grade betriigt; wir miissen
also die genauen Formeln nehmen. _

Wenn man in (21) anstatt i/ seinen Wert setzt, so hat
man:

sin ¢ =sin 1’ - cos (s (1 — 284 3¢ - cos? l’)),

oder wenn man die hoheren als zweiten Potenzen von ¢ ver-
nachlissigt:

sing=sinA - coss+4 ¢ 5(2 — 3cos2A)sin i sins
1 .
—g e2. 5%(2 — B cos2 A')2sin A’ cos 5.

Nun sei s=2mw -n, wo 27 der Umfang eines Kreises,
dessen Halbmesser =1 und » irgend eine Zahl bedeutet, so
ist fir alle ganzzabligen Werte von #:

sin 2n7v = 0 und cos 2nw — 1
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folglich: sin ¢ =sin A" — 2 (en7)? (2 — 3 cos? )2 sin A/
oder: sin ¢ = sin {4’ — 2 (enz)%(2 — 38 cos2 /)2 tang A’}
und also: @ =~ — 2 (enn)? (2 — 3 cos? A/)2 tang A"

Wenn man hierin n=1, 72;2, n= 3 usw. setzt und
die dazu gehongen @ mit (p, ¢" @" usw. bezeichnet, so .
werden ¢', ¢” usw. die Polhthen sein, unter welchen die
Perpendiculaire nach dem ersten — zwelten — usw. Umgang
um die ganze Erde den Meridian, von welchem sie unter der
Polhshe A’ ausgegangen ist, wieder schneidet, Wenn z. B. eine
solche Perpendiculaire in Miinchen vom Meridiane abgeht, so
wird sie den Meridian nach dem ersten Umgange 21,5” siid-
lich von Miinchen wieder schnejden.

Man sieht also, dafl die Linie nie wieder in den nimlichen
Punkt zuriickkehrt, sondern gpiralformig um das BErdsphéroid
sich windet und mithin eine Linie von doppelter Kriimmung
ist. Nur im Aquator, wo A’ =0 ist, bleibt ¢ immer Null,
oder die Linie bleibt im Aquator und ist mithin nicht von
doppelter Krtimmung. Auch wenn sie vom Pole ausgeht, wo
2/ =90° und cos ' = 0, bleibt der Wert von e in (22) immer
90°, d. h. die Linie geht bestindig in demselben Meridian fort;
in allen anderen Fillen ist sie von doppelter Krimmung.

7) Die vorstehende Untersuchung iiber die Natur der kiir-
zesten Linie auf dem Sphéroide kann eine Bedenklichkeit gegen
die allgemeine Anwendung der durch sie erhaltenen Formeln
auf die Vermessung eines Landes erregen. Es ist zwar wahr,
wie eingangs erwihnt worden ist, dal man eine durch mehrere
Dreiecke bestimmte Distanz als kiirzeste Linie auf dem Sphi-
roide betrachten kann; aber wird dies auch der Fall sein,
wenn es darauf ankommt, in einem wirklich gemessenen Drei-
ecke Polhshe, Linge und Azimut eines Punkies aus denen
des anderen zu finden?

Die Dreieckswinkel und Azimute werden durch Vertikal-
ebenen bestimmt; die kiirzeste Linie ist aber von doppelter
Kriimmung, und der Winkel, welchen zwei zusammenstofende
kiirzeste Linie machen, kann eigentlich gar nicht gemessen
werden. Er ist der ihrer Tangenten am Durchschnittspunkte,
und wenn man die Winkel miBt, visiert man auf die End-
punkte der Linien.

Es ist zwar nicht wahrscheinlich, daf der Unterschied,
welcher von der doppelten Kriimmung herriihrt, praktisch merk-
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lich sein wird; indessen diirfte es doch gut sein, Polhhen,
Lingen usw. aus der Betrachtung der Art und Weise wie die
Dreiecke gemessen werden, abzuleiten und dann die Resultate
zu vergleichen.

In einem friitheren Teile dieser Abhandlung ist die sphi-
rische Berechnung eines Dreiecksnetzes vorgetragen worden;
wir wollen also Polhohe, Linge und Azimut auf einer sphi-
rischen Oberfliche berechnen und nachher die Verbesserungen
bestimmen, welche die Abplattung der Erde dabei notwendig
macht.

IL

Bestimmung der Polhohen, Lingen und Azimute aus
sphirischen Distanzen und Winkeln.

1) Wenn in nebenstehender Figur MN =s die Entfernung
der zwei Punkte M und N in Teilen des Halbmessers aus-
gedriickt, PM das Komplement der
Polhshe A des Punktes M, welcher
als gegeben angenommen wird, PN
das Komplement der Polhthe ¢ von
N, NPM = w die Lingendifferenz
beider Punkte, NME = « das Azi-
mut von N in M und QNM = ¢’
das Azimut von 3 in IV, beide vom
Mittag tiber Westen usw. gezihlt,
bezeichnet, so hat man in dem sphé-
rischen Dreiecke NPM:

(1) sing@=-cosssini
— gin s cos A cos o

P
Mlgo-d

(2) ‘sinzu__sinssina ,4 &
= T eos @ Fig. 8.
, n - cos A
(3) . 8in (¢’ — 180°) = Sme - Co8 A
€08 ¢

Diese Formeln sind genau, aber praktisch ebenso wenig an-
wendbar als die genauen Formeln in Nr. 2 der ersten Abteilung.
Um die zu bestimmenden GréBen in Bogen zZu erhalten,
kénnten wir uns wieder der nimlichen Formeln bedienen, welche
wir in der ersten Abteilung schon gefunden haben, wenn wir
dort ¢ = Null setzten, weil in diesem Falle die Formeln fiir
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die Kugel gelten. Aber wir wollen sie hier lieber noch einmal
entwickeln; die Ubereinstimmung der auf so verschiedenen
Wegen gefundenen Formeln wird dann als Beweis der gegen-
seitigen Richtigkeit dienen.

2) Indem man die vierten und hoheren Potenzen von s ver-
nachlissigt, erhilt man aus (1):

2 3
gin 4 — sin ¢p =5 - cos « - cos A %sinl—%cos « - cos A
und hieraus ergibt sich, wenn man wieder das in Nr, 3 del
ersten Abteilung angefiihrte Theorem anwendet:
s2
(4) p=Ar—s-cosa ——2—sin2a tang A
3
- % cos « sin2 ¢ (1 - 3 tang? A).
Um aus (2) die Lingendifferenz auch im Bogen zu ﬁnden,
hat man, da w und s sehr klein sind, so dal man die vier-
ten und hohelen Potenzen dieser GlOBen vernachlissigen kann:

gin3

2w = gin w -

sinssine 1 sindssind«
und also W= — .
cos @ 6 cosd ¢

Setzt man aber auch fitr sins dessen Wert:

80 wird man erhalten:

ginoe s3 sing % sind«

5 =5 - o _
(6) w=e cosp 6 cosp 6 cosdy

Um auch noch ¢’ in (3) in Bogen auszudriicken, wird man
bemerken, dafl die Winkel ' — 180° und ¢ nur um die Kon-
vergenz der Meridiane verschieden sind, folglich ihre Differenz
von der Ordnung s ist. Nach (4) ist auch die Differenz von ¢

. . cos A
und A von der Ordnung s, wir wollen daher zuerst —— durch s

ausdriicken.
Allgemein ist bekanntlich:
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;2 ;3
OOS(QJ—Fi):GOSqJ—iSin(p——%cosw—l—%sin(p—i—..

Wendet man dieses auf (4) an, so wird man erhalten:

cosk_ 1 —s-cos«tang p — ﬁ(sin2 ¢ tang A tan ( -+ cosZq)
cosp 8P —3 g &P,
3
-+ —36— cosc {tang ¢ - 3 sin? ¢ tang 4 (tang A tang ¢ — 1)}.

In dem Gliede von der Ordnung s3 kann man ¢ fir 4
setzen, weil der Unterschied nur von der Ordnung s* ist. Man

A, v
hat also, wenn man diesen Wert von %% in (8) substituiert

cos @

sin (o' — 180°) — sin ¢ = — s - 8in « cos & tang ¢
82 3 3
— 5 sin o (sin? « tang A tang ¢ +- cos? «;}

3
+ % sin « cos « tang ¢ {1 -+ 3 sin? « (tang2 ¢ — 1)}.

Hiermit wieder verfahren wie in Nr, 3 der ersten Abteilung,
so ergibt sich:
o' —180° — ¢ = — s - sin ¢ tang ¢
2
— %— sin « {cos « - sin @ tang « tang ¢ (tang 4 — tang ¢)}

s \
-+ %— sin « tang ¢ (1 4- 2 sin? « tang? ).

In dem Gliede von der Ordnung s? mufl der Gleichférmig-
keit wegen tang A weggeschafft werden. Man hat nach (4):

tang 4 = tang (¢ -+ s - cos «)
s-c08
=t IR
ang ¢ - cos? ¢
und also endlich:
2

(6) « =180° 4 « — s - sin ¢ tang p — 54— - 8in 2 «
s? sin « tang @
6 cos? ¢

(sin? ¢ — eo8 2 &t cos2 ).
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Korrektion der Ausdriicke fiir Polhohe, Linge und
Azimut wegen der Abplattung der Erde.

3) Die bisherigen Formeln sind in der Voraussetzung ge-
funden worden, dafl die Erde eine Kugel sei, sie bediirfen da-
her einer Verbesserung wegen der Abplattung.

Die gefundene Differenz der Polhthe oder A — ¢, ist auf
der Kugel der Winkel zwischen den beiden Radien, welche
vom Mittelpunkte der in der Rechnung angenommenen Kugel
nach den zwei Punkten gezogen werden, welche, in demselben
Meridiane, den beiden Polhohen entsprechen. Diese nimliche
Differenz der Polhshen ist aber auf dem Sphiroide gleich dem
Winkel, welchen die beiden Krimmungshalbmesser des Meri-
dians machen. Es folgt also hieraus, daf, wenn der Halb-
mesger der in der Rechnung angenommenen Kugel ¢ und der
Krimmungshalbmesser des elliptischen Meridians R, der fiir

die Kugelgestalt gefundene Unterschied von 4 — ¢ mit%mul—

tipliziert werden miisse.

Fiir » nehmen wir die Normale in Beziehung auf die Erd-
achse an. Wenn also b die halbe Erdachse und & die Ab-
plattung bedeutet, so ist unter der Polhohe 4:

r="b(1- 2¢ — g cos? )

R=>0(1+4 2¢ — Becos? i);
s ist im vorhergebenden in Teilen des Halbmessers ausgedriickt,
es ist also mit » dividiert. Die Korrektion wegen der Ab-

plattung hat in (4) nur auf das Glied s - cos ¢ Einflufl, weil
die anderen Glieder dadurch von der Ordnung ¢ s2 und & - s3

. . . N R
werden wiirden, Hs wird also, weil s =—, wo S die Distanz -
”
in Lingenmal:

b

s-co8c - C—=
B

T 08 ¢

|

r
7=
und folglich:

S 2
(M =14 —esa (1 — 2& - Be cos2l) —% sin2 ¢ tang A

3
-+ % o8 o 8in? o (1 - 3 tang? A).
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In (17) der ersten Abteilung bedeutet s auch die Distanz
durch die halbe Erdachse dividiert; es ist also gegenwiirtige
Formel mit der in der ersten .Abteilung auf ganz anderen
Wegen gefundenen vollkommen identisch.

Bei der Formel (5) in Nr. 2, welche die Lingendifferenz
angibt, findet gar keine Korrektion wegen der Abplattung statt;
denn die Linge ist der Winkel, welchen zwei Ebenen machen,
die dureh die Erdachse gelegt sind, und wovon jede durch
einen von den Punkten geht, deren Lingendifferenz man be-
stimmen will. Man sieht nun leicht, daB die Abplattung auf
die Neigung dieser Ebenen keinen Einflul haben kann, und
daB also die im sphérischen Netze bestimmte Linge auch fiir
dag Sphiroid gilt. Nur folgender Umstand konnte eine Kor-
rektion notig machen:

In der Formel (5) bedeutet ¢ die sphirische Polhohe; im
Laufe der Rechnung wird man aber die in (7) korrigierte Pol-
hohe nehmen, wir wollen den daraus entstehenden Unterschied
untersuchen.

Wenn ¢’ die sphirische Polhthe, welche in (5) voraus-
gesetzt wird, bedeutet, so ist nach (7):

¢ =@ —¢e-s-co8x(2— 3ecos?l)
und also:
11
cos @' o8 ¢

{1—e&.s-cosctang ¢ (2 — 3 cos? i)}

. . 1
Substituiert man nun in (5) anstatt s g’ diesen Wert, so

wird der Unterschied von der Ordnung - s%, welches un-
merklich ist.

Wir wollen nun noch die Korrektion untersuchen, welche
 die Abplattung im Azimute notwendig macht. Es kommt da-
bei auf folgendes an: der Horizont auf der Kugel ist eine
Ebene, die senkrecht auf dem Halbmesser steht; der des Sphi-
rolds ist eine Ebene, die senkrecht auf der Normalen der
sphiiroidischen Oberfliche steht; diese zwei Ebenen schneiden
sich also in einer Linie, welche senkrecht auf der Tangente
des Meridians ist, d. h, in einer Linie, welche von Osten nach
Westen geht, und ihre Neigung wird in der Ebene des Meri-
dians gemessen. Nun ist klar, daB das fiir den Punkt IV



48 v. Soldner.

8. 45 berechnete Azimut sich auf den Horizont der Kugel
bezieht und noch auf den des Sphiroids reduziert werden muf.

Die Neigung des Kugelhorizontes gegen den sphiiroidischen
ist in N gleich der Korrektion der Polhhe wegen der Ab-
plattung, folglich nach .(7):

g-5(2 — 3 cos?l)cos c.

Dieses vorausgesetzt, sei in nebenstehender Figur Z das

Zenit, HW ein Teil des sphiroidischen und » 7 ein Teil des

- Kugelhorizontes, W Westen, so wird,

wenn fwn das fir den Punkt IV sphi-

risch berechnete Azimut ist, HM das

verbesserte auf dem Sphéroide sein.

In dem Dreiecke ZWH sind alle

Seiten und Winkel Quadranten; auch

LW ist ein Quadrant, und der Win-

kel bei % ist ein Rechter, weil T

der Pol vom Meridiane ZHJ ist; es

WV ist also der Winkel HZM — HM,

oder gleich dem Azimute auf dem

Sphiroide, und man hat in dem recht-

winkligen Dreiecke Zmh, hm = o

— 1809, oder gleich dem zu ver-

Fig. 9. bessernden Azimute auf der Kugel,

Zh=90°}¢-s-cosc (2—38 cos? 1)

und 2Zm = ¢ — 180° 4 z; wo also x die Verbesserung des
sphiirischen Azimutes bedeutet.

Dieses vorausgesetzt, hat man:

Z

cot nZm = sin Zh + cot im

oder: cot (¢’ — 180° 4 2z) = cos {& - s - cos &
(2 — 3 cos? A)} cot («' — 180°)

oder:
cot (¢’ — 180°) — cot (¢’ — 180° + ) = % s2s2 cos? i
(2 — 8 cos? A)2 cot (¢/ — 180°),

und wenn man das Quadrat von « vernachlissigt:

X == —i— ¢2s? 082 ot (2 — B cos? 4)28in 2 (¢ — 180°).
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Da dieser Wert von « von der Ordnung e&2s2 ist, so ist er
durchaus unmerklich,

Eine zweite Korrektion der Formel fiir das Azimut wegen
der Abplattung entsteht auf die nimliche Art wie die in der
Lénge, ndmlich dadurch, daf in (6) die sphirische, wegen der
Abplattung noch nicht korrigierte Polhshe vorausgesetzt wird,
in der Rechnung aber der aus (7) erhaltene Wert von ¢ ge-
nommen wird.

Wenn ¢ die Polhohe auf der Kugel, so haben wir, wie
oben bei der Korrektion der Liinge:

@ =@ —¢e-s5-008c(2— 3cos?i).

Diese Anderung von ¢ kann natiirlich nur auf das Glied
s - sin o tang ¢’ in (6) Einflul haben. Man hat aber:

tamg(p’::tamggp—-—.5-s-oosa-2——“—?’76(@—)v
cos? ¢
und mithin:
s « sin « tang ¢’ =s-sinatang(p—le-s2sin2a- 2—300-@'.
2 cos?

Da diese Korrektion von der Ordnung & - s2 ist, so ist sie
also auch wieder unmerklich, und in den Formeln (5) und (),
welche die Lingendifferenz und das Azimut angeben, findet
keine Korrektion wegen der Abplattung statt.

Vergleichung der Ausdriicke fiir Polhdhe, Linge und
Azimut mit denen, welche in der ersten Abteilung
durch Betrachtung der kiirzesten Linie auf dem Sphii-
: roide erhalten wurden.

4) Die Formel (7), welche die Polhdhe angibt, haben wir
schon in der vorhergehenden Nummer mit der ersten Abteilung
verglichen und vollkommen gleich gefunden. Um nun auch
die Ausdriicke (5) und (6), welche die Linge und .das Azimut
angeben, mit denen der ersten Abteilung vergleichen zu konnen,
mufl man sie auf einerlei Einheit bringen.

In der ersten Abteilung bedeutet s den Bogen dividiert
durch die halbe Erdachse; in der zweiten Abteilung bedeutet
s den Bogen dividiert durch den Halbmesser der Kugel, welche

Ostwalds Klassiker. 184, 4
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bei der Berechnung des sphirischen Netzes eingefithrt wurde.
Dieser Halbmesser der bei -der Berechnung des Netzes ge-
brauchten Kugel ist die Normale des gegebenen Punktes in
Beziehung auf die Erdachse; oder wenn wir ihn mit » be-
zeichnen, so ist nach Nr. 3:

r=1>(1- 2¢ — & cos?i).

Bs muB also s in den Formeln (5) und (6) mit 1 4 26 — ¢
cos? A dividiert oder mit 1 — 2¢ -} & cos2 4 multipliziert werden,
um diese Formeln mit denen der ersten Abteilung vergleichen
zu kénnen, und man wird haben:

' 2
o =180~ ¢ — s-sinc tang ¢ (1 — 2& 4 & cos24) —%sin 2c

2 gf ’
s% gin ¢ tang ¢ , ,
———~—-~g——£(sm2a — cos 2 ¢ cos? )
6 costg

sin ¢ s3ginga 3 gind ¢
(1—2e+ecos2ld) — - ——F—- .
cos(p 6 cosp 6 cosdo

w=3=s-

Anstatt cos 4 kann man cos ¢ setzen, ohne einen Fehler zu
begehen, der grofer als von der Ordnung & -s? wire, und
dann gind diese Formeln vollkommen mit denen der ersten
Abteilung iibereinstimmend.

Wir wollen noch die Formeln Delambres (Méthode analy-
tique usw. pag. 83) mit den obigen vergleichen. Diese Ior-_
meln heiflen in unseren Zeichen, wenn « den Halbmesser des
Aquators bedeutet: /

s = §(1 — gsin?))
@
§'2
o =hr— (s’ cos ¢ 4= 5 sin « tang L) (1 + 2¢ecos?A)
. 5'2
¢ =180° -} « — &' sin « tang gp— ?s'm 2«

, sin
¢S (p,
Man hat aber ¢ =10 (1 - ¢), folglich:
S 1—e¢sin2d 8

=2, 2=t A — & cos?
§ =7 Te b(l 2e |- ¢ cos? 1),

w==:
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wo wie immer &2 vernachlissigt worden ist. Unser s ist gleich
‘% folglich:

§'=s (1 — 2¢ -+ ¢ cos? 2,).‘

Substituiert man diesen Wert von s, so erhilt man, wenn man
die GroSen von der Ordnung &s? vernachlissigt:

2
(p:l—s‘oosa(i—~2e—l—3ecos%)—%sin2atang}.
o' =180 4+ o — s - sin « tang ¢ (1 — 2& - ¢ cos? A)

2
~—Sz sin 2 o

sin o
cos

W==8§ -

(1 — 2¢ + g cos2 i)

Wenn man die Grofen von der Ordnung s® vernachlissigt,
die in der Tat immer sehr unbetrichtlich sind, so werden diese
Delambreschen Formeln mit den in der ersten Abteilung unter
(17), (19) und (20) aufgestellten identisch.

Man sieht also, dafl man immer dieselben Resultate erhilt,
man mag die terrestrischen Distanzen als Linien der kiirzesten
Entfernung auf dem Sphiiroide oder als Kreisbogen betrachten,
wobei man nachher die nétige Verbesserung wegen der Ab-
plattung der Erde besonders anbringt. Huler und du Séjour
haben zuerst die erste Methode vorgeschlagen und auseinander
gesetzt und nach ihnen mehrere andere. Le Gendre und De-
lambre bedienen sich der letzteren Methode, ohne zu zeigen, ob
die Resultate, welche sie erhalten haben, mit denen der erstem
Methode tibereinstimmen oder davon verschieden sind; sie iiber-
gehen diese Methode ganz mit Stillschweigen. Aus einer
AuBerung Le Gendres (Méthode analytique usw. par Mr. De-
lambre pag. 15) scbeint indessen zu folgen, daB er seine Re-
sultate von den bisherigen fiir verschieden hilt. Nachdem er
nimlich gezeigt hat, dafl die Korrektion des Azimuts wegen
der Abplattung, welche wir in Nr. 3 betrachtet haben, un-
merklich ist, sagt er: Quelques personnes (soviel ich weill
FBuler in den Mémoirves de I’Académie de Berlin von 1753 und
La Place im dritten Buche der Mécanique céleste) ont pensé
que des observations d’azimut et de latitude, faites dans des
lieux assez différens en longitude, et dont on connaitrait la

4%
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distance, seraient trés-propres & determiner la figure de Ia
terre. Cette opinion n’est nullement fondée, puisqu’on voit
que la ligne AB étant perpendiculaire & la méridienne, le
coefficient m (unser &), qui mesure I'applatissement, n’entre
que pour une quantité insensible dans I'expression de la lati-
tude, et qu'il influe encore moins sur l'expression de 'azimut
du point B.

Aber Le Gendre hat vergessen, dafl er sein ¢, welches

unser s ist, gleich gemacht hatte % wo y die Distanz und,

wie bei uns, r=">(1 4 2m — m cos? A).

Hitte er diesen Wert von » in die Formel gesetzt, so wiirde
er den nimlichen Ausdruck fiir das Azimut erhalten haben,
auf welchen Huler und La Place ihre Behauptung mit Recht
griinden.

Diese bisherige Verschiedenheit der Ansichten und die
Meinung vieler, daf die Resultate wirklich verschieden wiren,
sind es, die mich bewogen haben, das Problem nach beiden
Methoden aufzulésen und ihre Identitit zu zeigen.

Besondere Einrichtung der bisher gefundemen For-
meln fiir die Vermessung Bayerns.

5) Wir haben zur Auflosung unseres Problems folgende
Augdriicke gefunden:

(4) (p—_f%——‘%-s- cos o ———%s2-sin2atangl
+~és3 - c08 o 8in? & (1 + 3 tang? 4)

sine 1 sine 1 sind o
(5) w=s -———-s3. —8% . —
cosp 6 cosp 6 cosd ¢

{(7) a’=180°+a—s~sinatang(p—%sz'sinZ’oc
__Lss'sin « tang ¢

6 008 ¢ (sin? ¢t —cos 2 « cos? ).
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Nun wollen wir uns damit beschiiftigen, diesen Formeln
eine solche Einrichtung zu geben, daB sie fiir unseren Zweck
am bequemsten werden.

s bedeutet hier die Distanz durch den Halbmesser » divi-
diert; also die Distanz in Teilen des Halbmessers ausgedriickt.
In unserem trigonometrischen Netze werden aber die Dreiecke
sphérisch berechnet, und mithin sind uns nicht die Bégen, son-
dern die Sinusse der Bogen unmittelbar gegeben; es wird daher
bequemer sein, in den Formeln die Sinusse fiir die Bégen zu
setzen. Bekanntlich ist:

. 1.,
s:sms—}——gsnﬁs.

Diesen Wert von s in den obigen Formeln substituiert, ver~
wandein sie sich in folgende:

.
R

1, 1. .
— g sin s cos® o 5 sind s cos « sin? ¢ tang? A

8 =A—-—sginscosco — —1—‘sin2 s sin? o tang 4
2 B g

gine 1 , sind o
~—sinds
cosp 6 cos? ¢

(9) w=sins

1
(10) ¢ =180° 4 « — sins sin « tang p — Isin%sin 2

1 ... . tang ¢
— 3 8in3 s sin3 o ﬁ% (1 -2 cos? ),
wo jedes Glied mit sin 1" zu dividieren ist, um es in Sekun-
den zu erhalten.

Wenn man s =1° und 4 oder ¢ = 50° macht, so werden
in diesen Formeln die Glieder von det Ordnung sin3 s, indem
man « immer so annimmt, wie diese Glieder am groSten
werden, in (8), 0,27, in (9) 0,69", und in (10) 0,96".

. Das Maximum der Glieder von der Ordnung sinds in die-
sen Formeln ist also so klein, da8 man sie in den meisten
Fillen vernachlissigen kann, wie auch Delambre immer getan
hat. — Noch bequemer zum Gebrauche werden unsere Formeln,
wenn man setzt:

sins - sin ¢ =m, sins- cos ¢ =mn,
dann ist:
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(11) ¢=A—M-7z——%~£}-tangl—%'§i%
-}-%-%tanyl
(12) w:——s—h—zﬁﬁ-sec(p-—%-'%ﬁsec3¢
(13) O"=1800+a"§£117't3‘ng90“%'£7
1 ms 1 md? tangg

6 sin1” cos? ¢
~Den log der GroBe M, welche wir der Kiirze wegen fiir
7 ‘
Rsin1”
tafel I, wo das Argument, groflerer Genauigkeit wegen, die
mittlere Polhdhe zwischen den zwei Punkfen oder ungefihr

%(l —+ ) ist. Ferner ist:

gesetzt haben, findet man in der angehiingten Hilfs-

1 .
log e 5,3144251.

Den Ausdruck fiir 0 haben wir negativ gemacht, weil die
Lingen westlich von Miinchen, worauf sich die Formel bezieht,
negativ angenommen werden. Ubrigens versteht es sich von
selbst, daB man bei diesen Formeln auf die Zeichen von i und »,
die sich nach denen von sin ¢ und cos ¢ richten, zu sehen hat.

In dem sphérischen Netze werden auch die Abszissen und
Ordinaten berechnet; man kann also Polhdhe, Linge und Azi-
mut der Punkte auch aus diesen bestimmen.

Von den Abgzissen und Ordinaten sind die Bogen in bay-
rischen Ruten gegeben, nicht aber deren Sinusse; wir miissen
uns daher der Formeln (5), (8) und (7) bedienen. Die Ordi-
naten stehen senkrecht auf den Abszissen, es ist daher fiir
diesen Fall das Azimut = 90° und also sin @« =1 und cos «
= 0; dadurch wird:

1
(p=l——§sﬂtangl

1 1
w:——s-secq)-{—§s3~seo¢—-gs3-sec3¢>
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1, tango ,,

o =270° — s - tang @ f—gs3 - 0052(;) (1 4 cos? ¢p).
Aber 7 ist hier die Polhohe des Punktes, wo . die Ordinate
von der Abszisse ausgeht, und s ist die Ordinate in Teilen
des Halbmessers ausgedriickt. Nennen wir, der Unterscheidung
wegen, diese Polhthe 4’ und die Ordinate O, so ist:

) 102 ‘

=N —557 tang A'.
Um A zu bestimmen, wollen wir wieder die Polhthe des ge-
gebenen Ortes A nennen. Die Distanz der beiden Punkte,
deren Polhthen A und A/, ist die Abszisse des zu bestimmen-
den Punktes, die wir mit A bezeichnen wollen. Da diese
Digtanz im Meridian selbst liegt, so ist fiir diesen Fall in der
Formel (7) ¢ =180° und also sin « =0, cos ¢ = — 1, und
man hat:

Z,=)Q+%'%'

Diesen Wert von A’ substituiert und alles in Sekunden aus-
gedriickt, erhilt man ‘endlich:

A T 02 1 024 -

— o T tapeh — = 2T ge02
p=Ai+M 7 2 rlginl” tang 1 2 sl ¢ o
we —— 9 e L. 0  silg

7 sin 1" P76 sml” c0s?
03 tang(p

o o __ - . R 2
o =270 1 PP T g1 cos2 ¢ S 008 ¢)
oder wenn man setzt: :i: a, ”,(’.)_‘:b

1 b2 1 b
1 =A+M a—= - |, — = —— - sec?
(14) @=2tM-a—g o qa-tangh—g - g ynsech
b ) '

15 —_—— . —
(18) i "% 7§ sml” 083

b 1 b tanggp '
1 ' =270° ——;- —_——— 2¢p).
(16) o 0 e N coszfp( eosty)

Da bei unserer Vermessung die Abszissen und Ordinaten
sich alle auf den Punkt Miinchen beziehen, so ist A Konstant
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und gleich 48° 8’ 20”. In (15) und (16) kann man im letzten
Gliede auch 4 ftir ¢ setzen, ohne einen Fehler zu begehen,
welcher gréfer als von der Ordnung 43 - ¢ wire. Wir konnen
also diesen Formeln folgende Gestalt geben:

(17) ¢ =48°8" 20"+ M-a— 115100" - 52 — 281589 - b2 a
(18) w==—206265" -0 - sec ¢ — 64165" - b3
(19) o =270° — 206265" - b - tang ¢ — 124 520" - b2,
Die Logarithmen der hier vorkommenden konstanten Zah-~
len gind:
log 206265"” = 5,3144251
log 115100” == 5,06108
log 231589" = 5,364.72
log 64165" = 4,80730
log 124 520" = 5,09524

o’ bedeutet hier den Winkel zwischen dem Meridiane im
Stiden und dem Ordinatenkreise nach Osten, iiber Westen und
Norden gezihlt. Bei Berechnung der Dreiecke rechnen wir die
Direktionswinkel vom Westpunkte der Ordinatenkreise; es wird
also der Unterschied zwischen Direktionswinkel und Azimut sein

90° — 206265” - b - tang p — 124520" - b3;

wenn man also zu dem Direktionswinkel 90° — 206265 - b
- tang ¢ — 124520" - b3 addiert, wird man das Azimut haben.

Beispiele der Rechnung.

Wir wollen hier den Punkt Pesissenberg aus Miinchern be-
rechnen, und zwar erstens nach den Formeln (11), (12) und
(13) und dann auBer der Abszisse und Ordinate, oder nach
(17), (18) und (19).

Nach den in der Berechnung des Dreiecksnetzes gebotenen
Daten haben wir das Azimut o oder sMP = 48° 18’ 3,029"
und also:

log sin sMP = 9,8731159 (-+) log cos sMP=9,8229650(-)

log sin  MP— 7,9445987 log sin  MP=17,9445987
log m == 7,8177146 () log % ==17,7675637 ()

A ist 48° 8’ 20", und mittels des Wertes von » sieht man,
daBl die Polhohe des Peissenbergs ungefihr 47° 48’ ist. Das
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Mittel zwischen beiden ist 47° 58" und mit diesem Argumente
findet man in der Tafel I log M==5,3157042. Wir haben

also nach (11):

48° 8 20" = i
—20 11,34 ——M-n
— 4,97 :—%-si%%,'tangl
— 0oL =g
-+ 0,03 :—]—%-;;;—?,,-tangzl

470 "48' 3,7;‘-11 —
m und » sind positiv, weil das Azimut im ersten Quadran-
ten ist. »
Nun haben wir ferner nach (12):
m

— 33" 38,18 = — it see
1 md i
_ —_—— .. gecd
0,03 6 s sec ¢

— 33 3821"=w
Die Linge ist negativ und also westlich von Miinchen.
. Ferner nach (13):
228° 18  3,08" =  sMP -} 180°

m
— 24 55,.10 =1 tang ¢
1 mn
— 39T = 2 sinl”
1 8 )
— 0,02 :——-ﬂ—-tang(p

— 002 = — . 8P
! sin1”  cos? ¢

2279 53’ 3,92" = sPI.

Die Bezeichnung der Azimute ist hier ganz analog mit der
Bezeichnung des Direktionswinkel eingerichtet, so daf z. B.
sPM den Winkel in Peissenberg zwischen Siden und Miinchen,
immer von der Linken zur Rechten gezihlt, bedeutet.
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Um Polhihe, Linge und Azimut des nimlichen Punktes
aus seiner Abszisse und Ordinate zu berechnen [mittels der
Formeln (17), (18) und (19)], hat man: )

log A = 4,1077786 log O = 4,1579211
log r = 6,3402033 log» = 6,3402033
log ¢ — 7,1675753 (—) log b — 7,8171778 (+)
Wwo @ negativ, weil die Abszisse 4 negativ ist; nun ist nach (17):
48° 8 20" =1
— 20 11,38 —M-qa
— 4,97 = — 115100" - 52
-+ 0,06 = — 231589" -b2q

4048 3=y

nach (18) ist:

— 383" 38,19" = — 206265" - b « sec ¢
— 0,02 = — 64165" - b®
— 33 3821 =w ‘

und nach (19):

228° 17  59,06" (Direktionswinkel wP3 -+ 90°)
— 24 55,11 = — 206265" b tang
— 003 — — 124520" 53
 227° B3 3,92" — sPIL.

Unsere zwei Methoden geben also ganz einerlei Resultate,
und die zweite ist eine vortreffliche Kontrolle fiir die erste.
‘Wenn man né#mlich mittels der ersten Methode mehrere Punkte
voneinander abhiingig berechnet hat, so kann man mit Ab-
szissen und Ordinaten, die von allen Punkten gegeben sind,
jeden beliebigen dieser Punkte unabhingig von den itbrigen
berechnen und die Resultate vergleichen.

6) In mancher Hinsicht ist es interessant, Polhthe und
Linge der Eckpunkte der Tischblitter zu kennen. Fir diesen
Fall lassen sich die Formeln (17) und (18) zum Gebrauche
noch bequemer machen, wenn man sie auf die Schicht und
Nummer des Blattes bezieht. Es sei die Zahl der Schicht m
und die Nummer des Blattes n, so ist, weil die Seiten der
Blitter gleich 800 Ruten sind, in (17) und (18):

' 800 800

= m, b= -0
2 ! e

1
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und dadurch gehen diese Formeln in folgendé iiber:

p=48°8'20" 4 N - m — 0,015876" - n2 .
— 0,000011 31 - n2m

w=— 75,3896" - n - sec ¢ — 0,00000313 . n?
800 . .
Den Wert von N = (—-—————,7) findet man mit dem Ar-
R.gin1l -

1
gumente der mittleren Polhthe oder ungefihr 5(480 8 4- ),

in der Hilfstafel I, und der konstante Logarithmus von 75,389 6"
ist 1,8773118.

~ Beispiel.
Man will die Polhthe und Liinge des dufleren Eckpunktes
des Blattes N. W. X. 10 berechnen. ,
Hier ist m =10 und = 10. Mittels des Wertes von
N=175,6" findet man ungefihr mittlere Polhdhe 48° 15’ und
damit genau N = 75,608" und ferner:

48° 8" 20"
+ 12 36,08 =N -m
— 1,64 = —0,01537 . n2
— 0,01 = —0,0000113 - n2n
48° 20" 54,63" = ¢
— 18" 54,37 = — 75,3896" - - sec ¢
— 0,00 = — 0,0000031 - n?

— 18" 54,37 =w.

Es ist noch zu erinnern, dafl sich dag Vorzeichen von m nach
dem der Abszisse und das von » nach dem der Ordinate richtet.
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Anmerkungen.

Johann Georg Soldner wurde am 16. Juli 1776 auf dem
Georgenhofe bei Feuchtwangen geboren. Als Sohn eines Halb-
bauern (Johann Andreas) konnts er nur eine diirftige Dorf-
schule besuchen. Angeregt durch Erzihlungen tiber Feldmefi-
arbeiten, beschiftigte er sich ohne alle Hilfsmittel mit geome-
trischen Aufgaben. Hierdurch .erregte er im achtzehnten
* Lebensjahre die Aufmerksamkeit des Physikers Julius Konrad
Yelin, der es ihm erwirkte, Kenntnisse — auch sprachliche —
privatim am Ansbacher Gymnasium zu erwerben. Wirklicher
Gymnasialschiiler war Soldner nicht. Ende des 18. Jahrh.
erscheint Soldner in Berlin als Schiiler des Astronomen Bode.
Welche bedeutende Kenntnisse Soldner in wenigen Jahven sich
erwarb, beweist sein in Zachs »Monatliche Korrespondenz«
9, Band 1804 mitgeteilter Aufsatz: »Vorschlag zu einer Grad-
messung in Afrika«. Anld8lich des groflen Einflusses der
Abplattung der Erde auf die Bestimmung des Mondortes und
der Unregelmifigkeit der Erdfigur rit Soldner, statt der aus
allen Gradmessungen erhaltenen Abplattung — unter Voraus-
setzung, daf sie Meridianlinien sind, die von Ellipsen nicht
sehr abweichen — fiir die Beobachtungen einer Sternwarte,
die Abplattung des zugehorigen Meridianes zn hbenutzen;
mindestens moge man sich einer Abplattung bedienen, die aus
der Gradmessung eines Meridianes am Aquator erhalten wurde,
der durch Europa geht. Soldner erklirt:

»Der schicklichste Ort dazu wire unstreitig die Kiiste von .
Kongo oder die Sklavenkiiste, da wo der Aquator die west-
liche Kiiste von Afrika schneidet. Diese Gegend liegt sozusagen
unter dem Meridian von Europa, und man konnte, ohne Ge-
fahr eines merklichen Irrtums, alle in Europa gemessenen
Grade mit diesem vergleichen, um die oben vorgeschlagenen
besonderen Abplattungen (Applatissemens particuliers) zu be-
stimmen *).

#) Selbst gegenwirtig, wo ein reiches Material von Grad-
messungen und zahlreichen Untersuchungen iiber die GroBe der Lot-
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Auch die Pendellingen konnten dazu diemen, die beson-
deren Abplattungen zu bestimmen; aber mit wenig Sicherheit.
Eine lokale Verschiedenheit der Dichte der Erde kann, un-
abhingig von der Figur, eine grofle Verinderung in der Pen-
dellinge hervorbringen. «

Arbeiten in den astronomischen Jahrbiichern verschafften
Soldner Freunde und Gonver; Konig Friedrich Wilhelm III.
von PreuBlen bewilligte ihm eine jihrliche Unterstiitzung und
iibertrug ithm 1805 die Triangulierung des Fiirstentums Ans-

- bach, fiir die auch eine topographische Aufnahme geplant war,
welch letztere Arbeit aber durch den Verlust von Ansbach
nach den Schlachten von Jena und Auerstidt nicht zur Aus-
fithrung kam.

In Bayern hatte der Kurfiirst Maximilian Joseph be-
reits 1801 ein topographisches Bureau errichtet, das von einer
»Steuervermessungskommission«. besorgt wurde; dieses wurde
mit einer zweiten Behorde » Steuerrektifikationskommission« 1804
zu einer Behorde »Unmittelbare Konigliche Steuerkataster-
kommission« vereinigt, dessen Vorstand Joseph v. Utzschneider
fir die topographischen Arbeiten Ulrich Schiegg und 1808
Soldner berief. ‘

Soldner legte bereits am 5. Mai 1810 seiner vorgesetzten
Behorde die hier zum Abdruck gelangte Abhandlung vor, die
aber leider als Dienstgeheimnis behandelt wurde. Erst 1873
wurde diese wichtige Arbeit iiber Bemiihungen des Professors
Dr. Karl Max von Bawernfeind in dem Werke: »Die Bayerische
Landesvermessung«, herausgegeben von der Koniglichen Steuer-
katasterkommission und dem Koniglichen topographischen

abweichungen vorliegt, scheint nach F. R. Helmert (»Die GriBe der
Erde<. Sitzungsberichte der Koniglichen PreuBischen Akademie
der Wissenschaften, 1906) noch immer keine Veranlassung ge-
boten, von dem Besselschen Wérte der Abplattung 1:299,15, der
aus jenem durch die Messungen der Schwerkraft (1:298,3, mittleren
Fehler des Nenners &= 1.1) bestiitigt wird, abzugehen. GroBere Unter-
schiede ergeben die Gradmessungsdaten verschiedener Gegenden
fiir die Aquatorialhalbachse. Der Besselsche Wert kann rund um
1:10000 vergroBert werden. Helmert hat die Resultate der Ver-
messung der Vereinigten Staaten von Amerika in dem Awufsatze:
»Uber die Genauigkeit der Dimensionen des Hoyfordschen Erd-
ellipsoids (Sitzungsberichte der Konigl. Preu8. Akademie der Wissen-
schaften 1911), einer Kritik unterzogen. Als Resultat wird er-
halten: Nenner der Abplattung 297,0-£1,2, halbe groBe Achse
63783 88m == 53m, also fast 1km groBer als der Besselsche Wert.
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Bureau abgedruckt®). In dieser Denkschrift liefert Soldner
eine kurzgefalite, fir den damaligen ja selbst noch viel spiteren
Stand der Priizisionsinstrumente ausreichende hohere Geodisie.
Der hohe Wert der Abhandlung Soldners kann aus den Briefen
von Gawf an Olbers, Gottingen 13. Januar 1821, 9. Oktober
1825, 14. Januar 1827, 1. Mérz 1827 erkannt werden. Wenn
Gawf im ersten (13. Januar 1821) erklirt: »Ich "habe mir
schon seit Jahren eine eigene Methode entworfen, wie solche
Messungen (Dreiecke 1. Ordnung) am zweckmiBigsten behan-
delt werden konnen; denn alles,- was ich dariiber gelesen
habe, finde ich herzlich wertlos«, so hitte er gewil nicht
letzteren Augspruch getan, wenn ihm Soldners Abhandlung
vorgelegen wiire. Aber auch nach der Verdffentlichung 1873
scheint von Soldners Abhandlung auBer der Berechnung
sphirischer rechtwinkliger Koordinaten aus den Seiten und
Richtungswinkeln nichts in geodiitische Lehrbiicher gedrungen
zu sein. Wie wenig Verstindnis aber dem Wesen der Sold-
nerschen Koordinaten entgegengebracht wurde, geht daraus
hervor, dall man aus ihnen eine » Cassini-Soldnersche« Ab-
bildung formte, die man sogar als »Soldnersche kongruentes
— widersinnig jeder Abbildungsart — bezeichnete**),

Indem Soldner das auf der Berilhrungskugel des Sphiroids
liegende Aufnahmegebiet in Teile zerlegte, die praktisch als eben
bezeichnet werden konnen, die Aufnahmeblitter der Kataster-
vermessung mit den (dureh rechtwinklige sphirische Koordi-
naten bestimmten) Fixpunkten dotierte, so kann er mit Recht
als der Erfinder der Polyederprojektion bezeichnet werden™***).

¥ Gegenwirtig ist dieses Werk im Buchhandel nicht mehr zu
haben und ist nicht einmal in einer der drei groBen ffentlichen
Bibliotheken Wiens vorhanden. Auch nicht in der Koniglichen
Eipliqthek Berlin und in den Universitits Bibliotheken Gottingen,

eipzig.

*#) Diese bequemen Niherungsformeln der Lsung einer Aufgabe.
der sphiirischen Trigonometrie diirfen nicht mit der Abbildung des
Sphiroids auf die Kbene durch die Gaufsche Projektion der Han--
noverschen, Landesvermessung und mit der Sehreiberschen Doppel-
projektion verglichen werden. Bei den letzteren dient die Projektion
des Sphiiroids auf die Ebene dazu, die Rechnung statt fiir ein-
Gebiet auf dem Sphiiroid fiir ein solches in einer Ebene ausfithren
zu konpen. Von einer derartigen Absicht findet man bei Soldner
keine Spur.

¥ Von der spiteren »preuBischen< Polyederprojektion der
Aufnahmebliitter unterscheidet sich die Soldnersche nur durch die
Koordinaten, nach denen die Fixpunkte eingetragen werden. In
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Bedeutend war aber die Anregung, die durch die Landesaunf-
nahme von Bayern an die Nachbarstaaten ausging, Wiirttem-
berg, Baden, Hessen wurden fast genau nach Soldners Muster
aufgenommen. Thm und seinen hervorragenden Nachfolgern ist
der hohe Stand des Vermessungswesens in Bayern zu danken.

Die wenigen Stellen, wo allgemein Bekanntes des Zusammen-
hanges wegen mitgeteilt wird, abgerechnet, geht Soldner seine
© eigenen Wege. Originalitit, Griindlichkeit und iiberaus klare Dax-
stellung zeichnen die vorliegende Abhandlung aus. Der Abdruck in
dem Werke: »Die Bayrische Landesvermessung, « ist sehr koxrrekt.

Von den weiteren Schicksalen Soldners mége noeh mit-
geteilt werden: 1815 wurde Soldner zum Hofastronomen und
Vorstande der neu zu erbauenden Sternwarte ernannt, wo er -
eine rege Tétigkeit in praktischer Astronomie entwickelte.
Am 13. Mai 1833 starb Soldrer. An der Westseite der
Kirche von Bogenhausen erinnert eine Gedenktafel aus Stein
an den zu frith der Wissenschaft entrissenen Forscher*).

Spezielle Noten zum Text.

Zu S. 4. Diese auf 8. 279 und 280 des Werkes: »Die
Bayrische Liandesvermessung,« mitgeteilte Tafel ist gegenwiirtig
durch die Angabe der Zahlen S und 7 in den Logarithmen-

PreuBlen sind die Fixpunkte durch die geographischen Koordinaten
bestimmt, Soldner gibt sie durch die zugehirigen transversalen
GroBen. In Bayern wurde die Soldnersche Polyederprojektion nur
der Katastervermessung zugrunde gelegt. Eine rationelle Karten-
aufnahme sollte wohl auf der Katasteraufnahme beruhen, deren
Blitter auf den MaBstab der Kartenaufnahme reduziert nur mehr
durch die Bodenformen und Hohenlinien erginzt werden. In dieser
Art wird die neue Kartenaufnahme 1:10000 in Frankreich geplant.
Die ungeheuere Arbeit einer richtigen Katasteraufnahme in hin-
reichend groBem MaBstabe — in Frankreich sind 1150000 Blitter
erforderlich — verbunden mit dem regen Bediirfnis einer guten
Karte, dag sich am Beginn des 19. Jahrhunderts geltend machte,
verhinderte es, gleich beim Aufsehwunge der Kartographie diesen
Weg einzuschlagen — abgesehen von dem geringeren Werte des
Bodens vor 100 Jahren.

*) Die hier mitgeteilten biographischen Daten sind dem Vor-
trage von Karl Maw ». Bouernfesnd entlehnt, gehalten bei der
JahressehluBfeier der Konigl. Technischen Hochschule zu Miinchen,
am 27. Juli 1885. Das selbst an der erwithnten Gedenktafel un-
richtig angegebene Geburtsdatum (15. Juni 1776, statt 15. Juli) wurde
in dem Vortrage berichtigt. Eine Aufziiblung der von Soldner ver-
faBten Abhandlungen enthiilt das »Verzeichnis der an der Konigl.
Sternwarte zu Miinchen in den ersten 50 Jahren ihres Bestehens
(1820—1869) erschienenen Publikationen« von Professor Lamont.
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tafeln iberflissiz geworden. Beziiglich der Unbequemlichkeit
im Rechnen durch das Nichtvorhandensein dieser Zahlen in
den #lteren Logarithmentafeln siehe Ostwalds Klassiker
Nr. 177, 8. 33.

Zu S. 6—8. Sind @ und b die Halbachsen einer Ellipse,
¢ deren Exzentrizitit, so ist

a a1l —eY

(1 — e2sin A%’ (1 — e2sin A7)

pap—

?

tan A = Z—Ztan A, 6= ON=e?rsin A;
02=1r2+¢2 —2rcsink
02=12(1 — 2 62 sin A2 4~ ¢*sin A2).
Soldner erklirt als Abplattung &
a—b m—mn
b

Der Ausdruck fiir R kann so umgestaltet werden. Setzt
man 2sinA2=1 —cos 2 A,
so wird

, Wo a:b=m:n.

m2n ]/§ b ( m2— n2 -4
= — (14— cos 2 l)
(m? + n2)} m? - n? ’

dabei ist m2 — n2: m?2 -+ 72 nahe = ¢.
3

n’ - L .
cos 2 A in eine Reihe, so

ickel
Entwickelt man (1+m2—[— 3

erhilt man
3 m?2 — n2 mi —

Tomt T (mf" -+ 7@2) (1o cos 4 2) -

Wird B mit ¢4 multipliziert und von O bis 4 integriert, so
~erhilt man die Reihe fir AM. Fir 4 ::—72—[ , wird AM= 0.

o
Sind M und M’ zwei Punkte des Meridians, 2 — % die Breite

o]
von M, /l—l—% die Breite von /', so ist
g=AM — AM.

7T
] = .
» 7009),180
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2 2
Wird r in eine Potenzreihe nach ——7'—7;2—-%— cos A2 entwmkelt
so erhilt man den Ausdruck von /.

Zu S. 9. Die Kugel, welche Soldner seiner Berech-
nung zugrunde legt, beriihrt das Sphiroid in dem Parallel-
kreis der Breite 4. Die Punkte des Sphiiroids werden aus
dem Mittelpunkte N (gehorig zur Breite 1) zentral auf die
Kugelfliche projiziert. Niheres tiber diese Projektion enthilt
das Heft Ostwalds Klassiker Nr. 177, 8. 103. Ist ¢
die sphiroidische Breite, ¢’ die sphiirische, so ist mit Fehler
vierter Ordnung (nach ¢ und ¢ — 4)

(p—(p’—e%osl?(tp—M——ezcos}ﬁ((]) — A,
@ — A=(14e%cos &%) (p' — A)= (GP““'}V)

Fiir A wird bei Soldrer (konstant) die Polhohe des nordlichen
Turmes der Frauenkirche Miinchen gewihlt.

Zu S. 18, A'=tan 4" — % tan 4"3,

gin ¢ sin d

tan 4" = : :
c08 O cos d — gin O cos ¢ sin d

sinad(l-—%cﬁ)

o 1 1
— 02 =) —
(1 2»0)(1 2d_) d O cos o

=gnad (1 -+ %« az - % 024-d Ocos a)
mit Fehler vierter Ordnung; also |

A”=dsina+%O2dsina+%d208in2a

-+ —;— d3 sin « cos? .

Im Originale fehlt beim Gliede mit d3 der Faktor cos o2
Diese Forme! wird aber nicht weiter verwendet.
Setzt man o = 180° 4~ o - v, so ist

40
sin. ¢

u 1
)= — = — =) —
cot (06 'M/) cot o o cot « (1 2 )

a2

Ostwalds Klassiker. 184, 5
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mit Fehler vierter Orﬂnung. Daraus folgt
u:%d%inZ a-+dOsin c.

Zw S. 29. Einfacher erhiilt man die Gleichungen (7),
(8), (9), die fiir jede Rotationsfliche gelten, wenn man ¢ als
unabhingige Verdnderliche (also w als Funktion von ¢) voraus-
setzt. Setzt man L ‘

dw=qdqg, V24 92@2=v, dS=wvd ¢,

so mufl f v d @ zwischen den gegebenen Grenzen ein Minimum
7z

werden. Dies gibt

L(M)_i(gﬁg —0
dp\dgl do\ v )- '

o*q dw . ,
also T-c:konstans:g . %:Qsmn.
Aus o2g =wg, folgt

g=i——0—§—— p— 10 i e=¢'sina.
0Vo?— ¥’ T Yer— o2

Zu 8. 32, Z. 8 lautet im Original: »Wir wollen wieder zu
den Formeln (5) und (6) zurtickkehren.« Dieser komplizierte Vor-
gang, um zu den Formeln (8) und (9) zu gelangen, ist nicht
notig. -

Zw S. 33. Zur Erliuterung dieser weggelassenen Sub-
stitution moge mitgeteilt werden*). Es ist

¢R_boosh _ 2 — & o5 A2
g—“cosqo(1+2s 2ecos g cos A2),
o0R=02(14 4 ¢ — 4 ¢cos ¢ cos @,
0% — o'2gin 2
b2
+2 & 2((cos 2 — cos A2 sin a2) — (cos ¢t — cos A4 sin a?).

Zur Bedeutung der Hilfsgrofen #, (1, 1. Konstruiert man ein

sphéirisches Dreieck P M N**) mit den Seiten P M = 90° — A,

= cos % — cog A2 gin o2

*) In diesem Teile wird wiederholt angewendet: Sind @, y kleine

GroBen, so ist (1+a) L +y)=1+4x+4y, 1 +o:14y=1+45—y, usw.

. ®) Fiir die sphiirischen Dreiecke werden fiir die Seiten und
Winkel dieselben Buchstaben gewiihlt, wie auf dem Sphiroid.



Anmerkungen. 67

PN=90°— ¢, Winkel P M N=180° — ¢ und zieht den
Bogen P T senkrecht auf 3 NV, so ist wegen

o8 x = 8in «v cos 4, sin A = sin % cos g, sin ¢ = sin % cos ¢,
PTP=90°—z%, TM=yu, TN=q.

Damit erhiilt man

cospd=—ginysinzdy,
co8 2 — cos A2 sin a2 = gin #2 sin Y2,

Vo — o'2sin a2 =

b
S cos (4 — cos A*sin a2)
sinzsiny{l+4-2¢— - . .
Y ( + sin %2 sin 2
p —cosAsine dg 7 08 % ¢08 @ &
0 = . . = T
sin%sn Y cos ¢ sin % sin 1 cos ¢?

cos ¢4 — cos A4 sin o?
cos (2 — cos A2 sin o

Z=1—2¢cc08 p% — ccos A2+ ¢
Wird
— 2 gco8 p* — g eos A2 = — ¢ cos p? —-—e(oosqﬂ—[—cos)ﬂ)

gesetzt und cos (2 cos A2 auf den Nenner cos ¢p2 — cos A?sina?
gebracht, so wird
cos A2 cos a2 eos (2

_sin %2 sin Y2

(1+28—48008(p2

Z=1—gcos p2 —

a8 cospdg
b sinzsiny

008 (p4 — cos A gin o2)
® cos % — cos A2 sin 2/’

cos @* — cos A4 gin ?
08,2 — cos A? sin o2

— cos 2}

__cos A?gin a2 (cos ¢p2? — cos 42)
sin %2 gin 2

ds
T:dw(l — & + B & sin %2 cos Y2
¢08 A2 sin &2 (sin A2 — cos Y2 sin #2)
+e 2 2 )
sin %2 sin

b
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Setzt man
— & c08 A2 sin a2 cot Y2 = ¢ cos A2 (cos a2 — 1) cot 2
g cos A2
—scos 2ot yY2=coos A2 — ———,
sin 2

so erhilt man den Soldnerschen Ausdruck von d S:b.

Zu S. 34. Statt durch Umkehrung erhiilt man die Glei-
chung (14) auf folgende Art’ Filr die Voraussetzungen Sold-
ners erhilt man

$in2 Y —sin2 u=2sco82 p==2s(2cosu2—1)
gin 22 (8in 2 ¢ — 8in 2 1) = 4 s cos u2 sin #2 — 2 s sinx?
=4 ssin A2 — 2 s gin %2
Aus cot x = sin u tan « folgt

cot % cos . cot % cos « cos A .
————=slna, ——————— =gin & co8 L = cos #,
SID[,L Slll{.b
1
also s=(1+ 2—83in%2) (Y — )
. 3 .
+es 351nl2——2—81n%2—cos%2)
1
=(1 +-2—881n%2)(lp—[,l«)
. 1 .
+ss(2——3coslz——§sm%2),

s(l — &(2— 3 cos 12——%sin%2))—_—(1 _}_%ssin%ﬂ)(w#m
s(l—2¢&+3¢ccos i) =v — . %

Zu, S. 35. Der Ausdruck »ganz genauc in 3)ist in dem
Sinne zu verstehen, daB alle Glieder frei von der ersten Potenz
~der Abplattung beriicksichtigt sind.

Im folgenden wird s als kleine GréBe erster Ordnung,
& zweiter vorausgesetzt. Die Grofen vierter Ordnung werden
vernachlissigt. Ubereinstimmend mit Delambre.

Zw 8. 36. Die Formel (17) kann man auch so erhalten:
Man setze ¢ = A — x, so erhilt man
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w—{—%tanlaﬂ—-%aﬂ:s(l—‘2'84[— 3 eéos]ﬂ)’cosa
+—;’—s2tanl——%s3cosa,

aus welcher Gleichung durch Umkehrung « bestimmt wird.
Man setze z=d4ds~ Bs2-| Cs?
so folgt unmittelbar
A=(1—2¢g-4 3¢cosi? cos c,
in 23 kann ¢ = s cos « gesetat werden, 22 = A2 52 |- 2 4 B s3;
damit erhdlt man
B= —% sine2tan A, O = — % cos ¢ sin a2 (1 4 3 tan A2).

Um « durch ¢ auszudriicken, geniigt es, in den Gliedern
mit s und s3 die GroBe A durch ¢ zu ersetzen, fiir

S Co8 &
cos (2

tan 4 = tan‘(p -

zu setzen. Damit wird ‘
1

z=scosc(l—2¢- 3&cosqp? +53231n a?tan ¢

s3 .
: +~3— cos « 8in 2,

Ganz analog wie Formel (17) erhilt méﬂ_l die Formel (20).

Die Gleichungen (17), (19), (20) enthalten eine Niherungs-
lésung der Hauptaufgabe der hoheren Geodiisie. Diese Reihen
fiir die geographischen Koordinaten konnen, statt des umstind-
lichen Umweges der Integration, Umkehrung und Umformung,
einfacher durch direkte Entwicklung der héheren Differential-
quotienten mittels der Formeln (8) und (9) erhalten — und
dabei iiberdies erweitert werden®).

Setzt man

c=gsiny, o=Ncos ¢,
und z#hlt die Léngen nach Westen wachsend, so ist
dp _ cosp dw sin 7

s E IS T Nemg

. *) Eine Erweiterung bis einschlieBlich der Glieder mit s5 (mit ver-
-einfachten Koeffizienten) liefert der § 83 »Die Bayrische Landesver-
messung<. Der fiinfte Differentialquotient der Breite ist zu verbessern.
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Durch Differentiation von ¢=g¢sin# erhdlt man (mit Zu-
ziehung des Wertes d¢ : dO)
dn _ singtang
a8 N )
Durch wiederholte Differentiation_erhslt man mit Beriick-
sichtigung, daf

d i_ 3e2gin2¢ i__l__ 2 N 9
dp B 21— N'de N 2a 0P
d 1 Esing d 1 2e2sin2 ¢
dp Neoosp  (Neosp)? dgp NRE = (1— e N2’

wenn der Buchstabe 1 durch « ersetzt wird,

drp tang (.

8T = T NR (s”‘“ + 7
NIR B¢

(1 —e) o cosc 4S8

o 2 2
——5 cos gl eosa )

= sina? (1 + 3 tangp?)

—e? {sin a? (10 singp? -+ 3 tangp?)

N et |
— 3cosa2(—ﬁ c08 2 ¢p — T gin 2 (p2)[,
d*w _ sin2asing
as: (IV cos )2

W
dPw _ 2sine

N
2 2 .3 9 9
IS (Ncosgo) {(3 cosc? — sin 2) gin @2 (R) cos a2 cosp },

d*a sin 2«
= 2 — 02 (gin 2 2)
452 2(1— A N2 (1+2tan(p e? (sin ¢ +2tan¢))

A3 sin o cos 2 & tan g
T 0 p( +2tan(p)
cose sin2¢ N [2tang - 1 (N 2 2'
— e 'E{ con g — sm2(p(1_e2 -+ ;) tan ¢ )
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Vernachlissigt man in den dritten Differentialquotienten
die Glieder mit e4, so ist

3
%(/;_ = —c%rs-g{(l -} 3 tan @?) sin e
—+ ei(2 (1 — 4singp?) sina? 4 8cos2¢ cosoﬂ)}
dw  2sina i
a8® ~ N3cosg
-+ €% cos 2 cos %}

{(1 + 3 tangp?) cos> — tan g2 sina? *

Ba sine tang
A T T _—Ng—p {(5 4 6 tan¢g?) cosa?
— (1 + 2 tang?) sina? -4 e2cos p? cos 2a}.
Vernachlissigt man in den vierten und fiinften Differen-
tialquotienten auch noch die Glieder mit e?, so ist

4
N ((ZZS(Q = tan ¢ sin &2 {1 4 3tan 2 — 3 (3 4 b tan ) coscr2}

ds
N3 %qui = sina? cosa {3 (8 + 30 tan 2 + 35 tan ) cos 2
— (1 + 30 tangp? - 45 tan¢?)}
= sine?cosa {4 (2 4 15 tan 2 4 15 tan ) cos a2
— (1 + 80 tan 2 -~ 45 tan ¢p4) sina?}
dtw tang sin2¢ -
4y = — 4 2 2
N s g {(1 + 3 tangp?) cos2 « - cos a2}
ddw 8sina
N3 = -{(2 + 15 tan 2 + 15 tangp?) cosat

a4 cosgp
— (1 - 20 tanp? 4 30 tan ¢p?) sin a2 cos o2
cos ¢
3 : 2
w05 g {3(1 + 8tang
-+ 8 tang4)sinde + 2 (1 4 2 tan ¢?) sin2«t}
sine tang? [
08 ¢ z 8
P

~+ (1 4+ 8 tangp?) tan g2 sinad} =

-+ 4

dto
d St

1 4 2tan 2 cosde + cos2a}

Nt = sine cose {6 | 28 tang? | 24 tan ¢t

— 6 (1 + 8tan¢p? - 8 tangp4) sina?}.
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In diesen Formeln sind fiir o und ¢ die Werte des gegebenen
Punktes M zu setzen.

Diese Formeln reichen bei Dreiecken erster Ordnung bis zu

Seitenlingen von 150 km aus. Bei den Dreiecken zweiter

- Ordnung konnen die Glieder mit S%, bei denen dritter Ordnung
meistens auch die Glieder mit S® vernachlissigt werdem —
bei einem Genauigkeitsansatze der preuBischen Landesaufnahme.
Mittels Tafeln fir die Koeffizienten der Funktionen sinc« und
cos o mit dem Argumente ¢ kann die Rechnung sehr gekiirzt
werden.

O. Schreiber liefert in den »Rechenvorschriften fiir die
trigonometrische Abteilung der Landesaufnahme« eine Lidsung
dieser Aufgabe (bei Seitenliingen bis 120 km), welche der
Gaupschen fiir die Kugel der.»Vierten Methode« des Art. 16
den »Untersuchungen itber Gegenstinde der htheren Geodésie«
(Ostwalds Klassiker Nr. 177) entspricht. In den Dreiecken
erster Ordnung werden einige Glieder fiinfter Ordnung fiir den
Langenunterschied noch beriicksichtigt*). Die fiir die logarith-
mische Berechnung iiberaus bequem (fiir die Dreiecke ver-
schiedener Ordnung getrennt) angelegten Tafeln sind fiir die
Breite von 47° bis 57° gegeben. In Dr. Th. Albrechis »For-
meln und Hilfstafeln fir geographische Ortsbestimmungen«
(Vierte Auflage, Leipzig 1908) sind diese Tafeln (8. 287—291)

von der Breite 30° an bis zur Breite 64° — allerdings im
Intervalle von 10 zu 10 Minuten (was vollkommen ausreicht)
— erweitert*¥).

Bei Schreibers (neuer) Zdhlung: Azimut 7 von Norden
tiber Osten, Lénge L nach Osten wachsend (S vom gegebenen
Punkte 1 zum gesuchten Punkte 2 wachsend) ist in den
vorigen Formeln ‘ .

«=1T-+4180° w=—L

zu setzen. S
Bei der indirekten Liosung von Gawf der »Zweiten Abhand-
" lung« fallen die geraden Potenzen von S weg, statt der ganzen
Seite S kommt aber nur die halbe zum Einflul. Diese Losung

* Den Beweis dieser Formeln hat Schretber im § 10 des
I Bandes des Werkes: »Das deutsche Vermessungswesenc< (Stutt-
‘gart, 1882) mitgeteilt. : )

**) Fine bedeutende Erleichterung der Rechnung dieser fiir
jede Dreieckseite zu losenden Aufgabe wurde gegenwiirtig durch
die neuen achtstelligen Logarithmentafeln von Bauschinger und
Petors, siebenstelligen Tafeln von Peters (Leipzig, 1910 und 1911)
ermdglicht. ‘
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bietet eine bequeme Kontrolle der Berechnung nach Schreiber,
bei etwaigen Unterschieden in den letzten Stellen bei grofBer
Seitenldinge (100 bis 150 km) sind die Gawsfschen Zahlen bei-
zubehalten.

Zas S. 41. (p:l—l—c&(l—2e+3ecosl2)—~%s2tanl’

e o
tan A —_tanl—}—cos ek
woraus Gleichung (23) folgt.

Zw S. 41. Die Formel (21) wurde unter Voraussetzung
der Vernachlissigung der Glieder mit &2 erhalten. Fiir den
Fall ¢« =90 und einer Breite ¢, welehe von A’ hochstens um
eine Grofe der Ordnung e verschieden sein kann, folgt aus
Gleichung (9), daB die Gleichung

sin g =sin A’ cos s (1 — 2 ¢ 4 3 & cos 1'2)

einschlieBlich der Glieder mit &2 genau ist. Ausfiihrlicher wird
der Verlauf der geoditischen Linie von C. 4. H. Bachoven von
Eeht: »Die Kiirzeste auf dem Erdsphiroid nebst den Haupt-
aufgaben der Geodiisie, in neuer Darstellung« (Coesfeld, 1865)
behandelt. :

Zu S. 42. Uber den Unterschied der Winkelmessung in
der Vertikalebene und nach den Tangenten der geoditischen
Linie siehe Ostwalds Klassiker, Nr. 177, S. 104,

Zuw S. 50. Tiir die Sehnenrechnung Delambres war es,
wie Soldner selbst am Anfange seiner Abhandlung betont, nicht
notig, die Abplattung zu beriicksichtigen.

Zu S. 54 w. 59. Tafel I und II sind gegenwiirtig durch neue
Tafeln (mit Bessels Elementen gerechnet) iberfliissig geworden.

1 Bayrische Rute =10 Fuf. Nach Koniglicher Verord-
nung vom 28. Eebruar-1809 ist

1 bayrischer Fufl = 129,38 Pariser Linien,
auf den peruanischen Toise bei | 13° R gemessen; daraus folgt
Bayr. R.
" Meter

Beziiglich der Ausgleichung der Beobachtungen gibt »Die
Bayriseche Landesvermessung« (8. 284): »nachstehende bei
der ersten Berechnung des bayrischen Dreiecksnetzes befolgte

= 0,4651733342.
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Vorschrift, welche von Soldner herrithrt, der aber iiber die-
selbe keinerlei schriftliche Erliuterung hinterlagsen hat.«

»Die bei der Ausgleichung strenge zu erfiillenden Be-
dingungen sind- die folgenden:

1. Die Summe der drei Winkel jedes Dreieckes mufl
genau zwei rechten Winkeln plus dem sphirischen Exzesse
gleich werden.

2. Die aus verschiedenen Dreiecken sich ergebenden Re-
sultate fiir die Orientierung einer und derselben Dreiecks-
geite, d. h. die auf verschiedenen Wegen gewonnenen Direk-
tionswinkel dieser Seite miissen sohhethh unter sich identisch
ausfallen; endlich miissen

3. dio beobachteten Winkel solche Korrektionen erhalten,
dafl eine und dieselbe Dreiecksseite, aus verschiedenen Drei-
ecken berechnet, stets gleich lang hervorgeht, daB also der
betreffende Logarithmus in allen einschligigen Dreiecken den
gleichen Wert - erhilt. «

Anliflich der Ausgabe des Werkes: »Die Bayrische Landes-
vermessung in ihrer wissenschaftlichen Grundlage,« beschlof
die Konigliche Steuerkatasterkommission, die #ltere Berechnung
zu wiederholen, und hierbei die Ausgleichung der Beobachtungen
den Prinzipien der Methode der kleinsten Quadrate moglichst
anzupassen. '

Dieses Werk bringt auch einen Abdruck der von Soldner
1813 verdffentlichten Broschiive: »Bestimmung des Azimutes von
Altomiinster auf dem nordlichen Frauenturme zu Miinchen.«
Dieses Azimut hatte 1802 der franzosische Ingenieur Henry
bestimmt, infolge Storung der Pendeluhr durch das Léuten
war es aber fehlerhaft. Soldner ermittelte die Ursashe des
Fehlers, bestimmte dieses Azimut aus Beobachtungen des Polar-
sternes derart genau, daf sein Resultat selbst durch Einfiih-
rung einer verbesserten Position des Polarsternes nur um
-+ 1,569" (und Beriicksichtigung der vernachlissigten tiglichen
Aberration — 0 ,31") gedindert wurde. .

Aus dieser Abhandlung kann man ersehen, mit welcher
Umsicht und mit welchem Scharfsinn Soldner seine Beobach-
tungen anstellte und berechnete.
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5

Soldners Schema

zur Berechnung der Dreiecksseiten, Direktionswinkel und der Koordinaten.

w

log arc
log m
m
(Ord. P)2m
N
n2m
T 62
-+ Abszisse
Abszisse

w
P

log sinw WP = 9.15676475
PW= 4.4141197

— 4 3730,501
=+

= — 16547,27

3.56717672

0.081

0.086

12816,77

. Ausgeglichene Berechnung
Dreieck Winkel von log » +-log sin d. Seiten o
Nr..... | MP—4,2848020| 56
W. Wendelstein Pyr.| 47° 25’ 12,80" log sin W = 9,8670760
P. Peilenberg T. 49 57 57,56 MW =4,3017635| 61
M. Miinchen n. Frt. | 82 36 57,88 | log cosec P=0,1159625
180 00 08,24 log sin M = 9,996 3835
Sph. Exe. = 8,24" PW = 4,4141095 | 102
Berechnung der Direktionswinkel und der Koordinaten.
Fiiv Peissenberg Twrm aus Wendelstein Pyramide.
wMW= 235° 41" 05,15" w WM = 55° 41" 09,18"
+ M= 82 36 57,8 — W= 47 25 12,80
wMP=— "318° 18 03,03" w WP= 8% 15' 56,38
-+ 180 00 00,00 -+ 180 00 00,00
Ord. )m (Oxd. W)m
smr CETS G 1814
mn mmn
2728in1" 2 #2 gin 1” =+ 2,062

=188° 15’ 56,63"

wPW
log cosw WP=  9,9954650
logare PW= 4,4141197
log = 4,4095847
n ==-25679,390
(Ord. W)m?
___2_?‘_2__,_‘ = . 0,016
min ’

—+ Ordinate W = —11294,02

Ordinate P = --14385,37




Nachwort,

Das Heft Nr. 184 von »Ostwalds Klassikern der exakten
Wissenschaften< enthiilt einen Abdruck der Abhandlung Soldners
vom J. 1810, die erst im -J. 1873 in dem Werke, »Die Bayrische
Landesvermessung in ihrer wissenschaftlichen Grundlage<, ver-
Gffentlicht wurde, welches Werk aber nur geringe Verbreitung
fand. Diese Abhandlung liefert eine kurzgefafte, fiir die dama-
lige Zeit ausreichende, héhere Geodigie. Ihr erster Teil enthilt die
Losung der wichtigsten Aufgaben mittels sphirischer Rechnung,
wo aber der Einflul der Abplattung untersucht wird, sowie die
Dotierung der MeBtischblitter mit Fixpunkten®. Der zweite
Teil gibt die Grundformeln der sphiroidischen Trigonometrie und
deren Anwendung fiir die Losung der Hauptaufgabe: Berechnung
der geographischen Koordinaten aus den Richtungen und Lingen
der Dreiecksseiten.

Die Anmerkungen des Herausgebers enthalten eine biographisch
literarische Notiz iiber Soldner, Ergiinzung der weggelassenen Ent-
wicklungen, sowie Noten zur Erliuterung und Vereinfachung des
Textes.

Dieses Heft kann beim ersten Unterrichte in hoherer Geodiisie
trefflich verwendet werden. Wird dieser Zweck allein beabsichtigt,
go kann fiir dag Studium des zweiten Teiles nachstehender Vor-
gang empfohlen werden: Durch die Note S. 66 wird die umstind-
liche Entwicklung Soldners S. 30 u. 31 sehr vereinfacht. Gleiches
gilt von der Note 8.69—71 als Ersatz der Entwicklungen S.32
bis 40, die zugleich eine Ausgestaltung der Soldnerschen Losung
der Ha.uptaufg&be der hoheren Geodisie liefert.

Einen ergiinzenden AbschluB zu Soldrers Abhandlung gibt
der Anhang (8. 102—111) des Heftes Nr. 177 von »>Ostwalds
Klassikern«, der auch die Reduktionen gemessener Linien und
beobachteter Winkel enthilt, so daB sie als Seiten und Winkel
eines sphiroidischen Dreieckes gelten kinnen.

*) Zur Zeit Soldners konnte es einen Streit: ob MeBtisch oder -

Theodolit?, nicht geben. Wenn gegenwiirtig fiir die Katasterauf-
nahme der Streit zugunsten des Theodoliten (d. h. des Winkel-
messens und Rechnens mit sin und cos) entschieden ist, so wird bei
der kartographischen Aufnahme, selbst fiir den MaBstab 1 10000,
der MeBtiseh noch immer eine ausgleblge Verwendung finden konnen.

Druck von Breitkopf & Hirtel in Leipzig.





